
ΚΕΦΑΛΑΙΟ   1 

 
 

1.1   Η  ΕΝΝΟΙΑ  ΤΟΥ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ 

1.2   ΠΡΟΣΘΕΣΗ  ΚΑΙ  ΑΦΑΙΡΕΣΗ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ 

 
 
1.  Για να μη μετακινηθεί το σώμα 

χρειάζεται να εφαρμοστεί δύναμη 

  54321 FFFFFB


 . 

 
 
 
 
 
 
 
2. (i)  Έχουμε διαδοχικά: 

   δβγα


  

   γδβα


  

      
 

BA . 

 Άρα, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 
 

    (ii) Έχουμε διαδοχικά: 

   |||| δβγα


  

     
 

|||| BA    

    )()(  BA   

 Άρα, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ έχει ίσες διαγώνιες. 
 

 (iii) Από τα ερωτήματα (i) και (ii) προκύπτει ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι 
παραλληλόγραμμο με ίσες διαγώνιες, άρα είναι ορθογώνιο. 
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3. (i) βαx


            (ii) γβαx


               (iii) αβγδεζx


 . 

 

4. Έχουμε διαδοχικά: 

   
   

AEAAAB    

   
   

 AAEAAB   

            
 

EB    

 Άρα, το τετράπλευρο ΒΔΓΕ είναι παραλληλόγραμμο. 
 

5. Έχουμε:  

   
     

)()(  OOOAOBAB   

   
   

 OOOAOB   

   
   

 OOOAOB  )(  

   
 

OOB . 
 

6.  Έστω Ο το κέντρο του εξαγώνου. Γνωρίζουμε 
ότι οι πλευρές του κανονικού εξαγώνου είναι 
ίσες με την ακτίνα του. Επομένως 

)()()()()()()(  OOOBOABAB   

και άρα τα τετράπλευρα ΟΑΒΓ και ΟΒΓΔ είναι 
ρόμβοι. Έτσι έχουμε 

  
    

αβABBOO


  . 

  

7.   Αν Ο είναι ένα σημείο αναφοράς έχουμε: 

   
     

 261564534231 PPPPPPPPPPPP  

      
           

0625146352413


 OPOPOPOPOPOPOPOPOPOPOPOP . 
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1.3   ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ  ΑΡΙΘΜΟΥ 
          ΜΕ  ΔΙΑΝΥΣΜΑ 

 
 
Α΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

Το διάνυσμα 0α


 είναι γινόμενο του θετικού αριθμού 
||

1

α
  με το α


, επομένως 

είναι ομόρροπο με το α


 και έχει μέτρο ίσο με 1||
||

1

||

1
|| 0  α

α
α

α
α








. 

 

2.  (i) Έχουμε διαδοχικά: 

          )(
3

1
)(

2

1
βxαx


  

)(2)(3 βxαx


  

             βxαx


2233   

         αβx


32   

(ii) Έχουμε διαδοχικά: 

 xβαβαx


3)(4)(3   

          xβαβαx


34433   

                 αββαxx


33443   

         βαx


74   

           βαx


4

7

4

1
  

 

3.  Έχουμε διαδοχικά: 

            
 

MBM 2  

    
   

)(2 AMAABAM    

           )(2 xγβx


  

           xγβx


22   

               γβx


23   

                 )2(
3

1
γβx
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4.  (i)  Προφανώς είναι 


αβB


 . 

 Έχουμε διαδοχικά: 

      
  

BEBE    

    
  

BEBEB 2  

            
 

BEB 3  

              
 

BEB 
3

1
 . 

 Άρα,   


)(
3

1
αβEB


  

 Έχουμε:        
  

αβααβBB


 2  

 Έχουμε διαδοχικά: 

           
 

EBE 2  

    
   

)(2 AEABAAE    

    
   

AEABAAE 22    

          
  

AABAE 23  

          


βαAE


23  

            


)2(
3

1
βαAE


  

 Έχουμε διαδοχικά: 

           
 

EBE 2  

    
   

)(2 EBE    

    
   

EBE  22   

         
  

BE  23   

         


)(223 αβαE


  

         


αβE


423   

           


)42(
3

1
αβE


  

          


)2(
3

2
)24(

3

1
βαβαE


 . 
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(ii) Έχουμε 


)2(
3

2
βαE


  και 


)2(
3

1
βαAE


 , επομένως 
 

AEE 2  και 

άρα τα Α,Ε και Γ είναι συνευθειακά. 
 

5.  Έχουμε 


βαA


  και 


)(333 βαβαE


 . Επομένως 
 

 AE 3  και άρα 

τα Α,Γ και Ε είναι συνευθειακά. 
 

6.  Με σημείο αναφοράς ένα από τα Κ, Λ, Μ, για παράδειγμα το Κ, η ισότητα 
γράφεται διαδοχικά: 

  
       

)(3)()(23 KAKMKBKKBKAKBKA    

       
KAKMKBKKBKAKBKA 33223    

         
 

KMK 3 . 

 Άρα τα Κ, Λ, Μ είναι συνευθειακά. 
 

7.  Έχουμε 
        

)(
2

1
)(

2

1
)(

2

1
BABABAABZBEA    

           
     

)(
2

1
BBAABAAB    

           00
2

1 
 . 

 

8.  Έχουμε 
        

)(
2

1
OBOAOAOOOBOMOOK    

              
  

)222(
2

1 OOBOA   

              
  

OOBOA  . 
 

9.  Έχουμε 
       

)()(   BAABBAAB  

     
 

NAN 22   

     
 

)(2 NAN   

     
 

)(2 NNA  



 12

     


NM22


MN4  
 

10. Έχουμε 
  

ABAB    

         
 

ABλABμ   

         

ABμλ )(   

 Ώστε  
 

ABμλAB )(    και επομένως  1 μλ . 

 

11. Έχουμε 
  

 AAEE   

         
   

)()(  AλABκAκABλ   

         
 

AκλABκλ )()(   

         
 

))(( AABκλ   

         

Bκλ )(   

         

Bλκ )(  . 

 Άρα  
 

 BE// . 
 
 
Β΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

1.  (i) Έχουμε 

 0


 βyαx βyαx


  

 Αν υποθέσουμε ότι 0x , τότε θα είναι β
x

y
α


 , οπότε θα έχουμε βα


// , 

που είναι άτοπο. Επομένως 0x , οπότε 0


 βy  και άρα 0y . 

(ii) Έχουμε  

  βyαxβyαx


2211 0)()( 2121


 βyyαxx . 

 Επομένως, σύμφωνα με το προηγούμενο ερώτημα, 021  xx  και 

021  yy , οπότε 21 xx   και 21 yy  . 
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 (iii) Τα u


 και v


 είναι συγγραμμικά, αν και μόνο αν vκu


 , δηλαδή 

βκαxκβαx


2)32()1(   ή, ισοδύναμα, 0)12()321(


 βκαxκκx . 

Σύμφωνα, όμως, με το (i) ερώτημα, αυτό συμβαίνει, αν και μόνο αν 
0321  xκκx  και 012 κ , δηλαδή 2/1κ  και 0x . 

 

2.  Έχουμε  
    

AκABλAEAZEZ   

   
       

 AκABAκAABAEAE )1(  . 

 Επειδή 1
11

λκ

, έχουμε 
1


κ

κ
λ  επομένως 

  
AκAB

κ

κ
EZ 




1
    και     

  
 AκABE )1(  . 

 Παρατηρούμε ότι   
 

EZ
κ

κ
E 




1 . Άρα   
 

EZE // , οπότε τα Ε, Γ, Ζ είναι 

συνευθειακά. 
 

3.   Έστω   
  

0


 KzKByKAx   και  0 zyx . Τότε έχουμε 

     
0)()()(


 KzKByKAx   

       
   

0)(


  zByAxKzyx  

                                
  

0


  zByAx  

 Ομοίως αποδεικνύεται και ότι: αν 
  

0  zByAx  και 0 zyx , 

τότε 
  

0


 KzKByKAx . 

  Έστω 
  

0


 KzKByKAx  και 
  

0


  zByAx . Τότε έχουμε 

        
     

0)()(


  zByAxKzKByKAx  

             
     

0)()()(


  KzBKByAKAx  

     
  

0


  KzKyKx  

              


0)(


 Kzyx  

 και, επειδή 


0


K , έχουμε 0 zyx . 
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4.   Έχουμε              
 

MB
λ

κ
MA   

        
   

)( OMOB
λ

κ
OMOA   

   
   

OMκOBκOMλOAλ   

    
  

OMλκOBκOAλ )(   

               


 

λκ

OBκOAλ
OM




  

 άρα  
λκ

βκαλ
r









. 

  Έχουμε 
 

MB
λ

κ
MA  και ομοίως βρίσκουμε ότι 

κλ

βκαλ
r









. 

 
 

5.  Αρκεί να δείξουμε ότι 
 

GG  // . Αν Ο είναι ένα σημείο αναφοράς, τότε 
έχουμε: 

   
      

 OOOBOAOOGG  )(
3

1
             (1) 

                
      

 OOZOEOOGOG  )(
3

1
 

         
      

 OOOMOOOOK  )222(
3

1
 

         
   

 OOMOOK 2)(
3

2
  

                  
      

GOOGOOMOOK  2)(2)(
3

1
2 












 . 

 

 Σ

 M

 E
 K

 B
 G΄

 G

 Λ

Α

Ζ

 Δ

 Γ

 

 Επομένως 
 

GG  //  και άρα τα Σ, G και G   είναι συνευθειακά. 
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6.  Αν πάρουμε ως σημείο αναφοράς μια κορυφή του τετραπλεύρου, για 
παράδειγμα την Α, τότε έχουμε: 

        
  

 BAMN 4  

                  
    

)()(4 ABAAAMAN    

 
     

ABAAAAAB 







 

2

1
)(

2

1
4  

        
     

ABAAAAAB   222  

   
  

 AAAB   

   
   

 BABAAB   

           
 

 BA  . 

 Άρα, το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 
 

7.  Αν Ο είναι ένα σημείο αναφοράς, τότε έχουμε: 

   
  

  BBAA
     

 OOOBBOOAAO   

                
     

)()(  OOBOAOBOAO   

                
 

OGGO 33   

                
  

GGOGGO  3)(3  

 

8.  Με σημείο αναφοράς το Α έχουμε: 

  
       

)(2)(53253 AMAAMABAMMMBMA    

       
    

AABAMAMAM 25253   

       
 

ABA 52    που είναι σταθερό διάνυσμα. 
 

9.  Έχουμε 
  

)( αβyβAByβBEOBr


  

 και  
  

)53(55 αβxαxαEOr


  . 

 Επομένως, )53(5)( αβxααβyβ


  

   αxyβxy


)55()31(  . 

 Β
 Α

 Μ Ν

 Δ
 Γ  
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 Επειδή τα διανύσματα α


 και β


 δεν είναι συγγραμμικά, η τελευταία ισότητα 

αληθεύει μόνο αν 031  xy  και 055  xy . Έτσι έχουμε το σύστημα 

 







55

13

xy

xy
 από το οποίο βρίσκουμε 2x  και 5y . 

 Επομένως )(5 αββr


 , δηλαδή βαr


65  . 

 
 

1.4   ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ  ΣΤΟ  ΕΠΙΠΕΔΟ 

 
 
Α΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 
 

1.  (i) 22||  xx  ή 2x  

 
 
 
 
 
 

(ii) 222||  xx  

  
  

 
 
 

  
  
  
(i)  22||  yy  ή 2y  

 
 
 
 
 
 

  
(i)  yxyx  ||||  ή yx   

 
 

 O  2 -2  x

y

 

y

O  2 -2  x

 

y

O

 2

 -2
 x

 

O

 y=-x  y=x

 x

y
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2.  Η απόσταση ενός σημείου ),( νμK  από τους άξονες xx  και yy   είναι ||ν  

και ||μ  αντιστοίχως. Έτσι έχουμε: 

 Για το        Α : 2 και 1 

 Για το        Β : 4 και 3 

 Για το        Γ : 6 και 5 

 Για το        Δ : |2| β  και |1| α  

 Για το       Μ : || y  και ||x . 

 

3.  (i)  Για να είναι 0


α  αρκεί 042 λ  και 0232  λλ , οπότε 2λ . 

 (ii) Για να είναι 0


α  και xxα //


 αρκεί 042 λ  και 0232  λλ , οπότε 
1λ . 

 

4.  Για να είναι βα


  αρκεί να είναι 6523 22  λλλλ  και 

273232 22  λλλλ . Έτσι έχουμε το σύστημα 










0105

42
2 λλ

λ
, οπότε 

2λ . 
 

5.  Έχουμε 2040
4

1
// 2  xx

x

x
βα


 ή 2x . 

 Για 2x  είναι )1,2(α


 και αβ


2)1,2(2)2,4(  , δηλαδή βα


 . 

 Για 2x  είναι )1,2(α


 και αβ


2)1,2(2)2,4(  , δηλαδή αβ


 .  

 Άρα η ζητούμενη τιμή του x είναι η 2x . 

 

6.  Ένα διάνυσμα συγγραμμικό με το u


 θα έχει τη μορφή uλ


 και αφού θα έχει 
και διπλάσιο μέτρο πρέπει ||2|| uuλ


 . Επομένως ||2|||| uuλ


 . Άρα 2|| λ  

οπότε 2λ . Άρα, το ζητούμενο διάνυσμα είναι ή το (6,8) ή το (-6,-8). 

 

7.  (α) 


iO


2

1
 , 


jiO


 , 


jiOE


2

1

2

1
 , 


jOZ


2 , 


jiOK


2

1
2  , 


jiOH


2 . 

 O

y

 x

 |v|

 |μ|
 ν

 μ

 K(μ,ν)
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 (β) 


ji



2

1 , 


jiKA


2

1
 , 


iH


 , 


jiK


2

1
 , 


iH


2

1
 , 


jiZA


2 , 


jiKZ


2

3
2  . 

 

8.  (i)  Έστω )0,(xM  το σημείο του άξονα xx  που ισαπέχει από τα σημεία Α 

και  Β. Τότε έχουμε: 

     
2222 ||||||||)()( MBMAMBMAMBMAMBMA   

             348162)9(6)1( 2222  xxxx . 

       Άρα το ζητούμενο σημείο είναι το )0,3(M . 

 (ii) Έστω ),0( yN  το σημείο του άξονα yy   που ισαπέχει από τα Α και Β. Με 

ανάλογο τρόπο όπως στο (i) βρίσκουμε 3y  και άρα το ζητούμενο σημείο 

είναι το )3,0( N . 

 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1.  Αν ),( 11 yxA , ),( 22 yxB , ),( 33 yx , ),( 44 yx  και ),( 55 yxE  είναι οι 

κορυφές του πενταγώνου, τότε έχουμε τα συστήματα. 




















3

6

8

6

3

:

15

54

43

32

21

1

xx

xx

xx

xx

xx

           και          




















1

2

5

7

5

:

15

54

43

32

21

2

yy

yy

yy

yy

yy

  

 Με πρόσθεση των εξισώσεων του 1  κατά μέλη βρίσκουμε 

 1354321  xxxxx . 

 Όμως 632  xx  και 654  xx , επομένως 13121 x , άρα 11 x  και 

διαδοχικά βρίσκουμε 22 x , 43 x , 44 x , 15 x . 

  Με ανάλογο τρόπο επιλύουμε το σύστημα 2  και βρίσκουμε 11 y , 

42 y , 33 y , 24 y , 05 y . 

 Επομένως οι κορυφές του πενταγώνου είναι τα σημεία )1,1(A , )4,2(B , 

)3,4( , )2,4(  και )0,1(E . 
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2.  Αν ),( 11 yxA  και ),( 22 yxB  είναι τα σημεία, τότε τα 1x  και 2x  είναι οι ρίζες 

της εξίσωσης 017)34( 22  xλλx . Η τετμημένη του μέσου του 

τμήματος ΑΒ είναι ίση με 
2

34

2

2
21 


 λλxx
 και επομένως 

0544
2

34 2
2




λλ
λλ

 και άρα 5λ  ή 1λ . 

 

3.  Τα σημεία 321 ,, MMM  και 4M  είναι μέσα διαδοχικών πλευρών 

τετραπλεύρου, όχι κατανάγκη κυρτού, αν και μόνο αν 
 

3421 MMMM  . 

Πράγματι. 

    Αν τα 321 ,, MMM , 4M  είναι μέσα 

διαδοχικών πλευρών τετραπλεύρου, τότε το 

321 MMM 4M  θα είναι παραλληλόγραμμο, 

οπότε θα ισχύει 
 

3421 MMMM  . 

    Αντιστρόφως, αν 
 

3421 MMMM  , τότε 

τα 321 ,, MMM , 4M  θα είναι μέσα 

διαδοχικών πλευρών τετραπλεύρου. 
Πράγματι. έστω Α ένα σημείο εκτός της ευθείας 21MM , Β το συμμετρικό 

του Α ως προς το 1M , Γ το συμμετρικό του Β ως προς το 2M  και Δ το 

συμμετρικό του Γ ως προς το 3M . Αν δείξουμε ότι  το 4M  είναι το μέσο του 

ΔΑ, τότε το ζητούμενο τετράπλευρο θα είναι το ΑΒΓΔ. Ας υποθέσουμε ότι 

4M   είναι το μέσο της πλευράς ΑΔ. Τότε, όπως είδαμε πριν, θα ισχύει 

 

3421 MMMM  , οπότε θα έχουμε
 

3434 MMMM   και άρα τα 4M  και 4M   

θα συμπίπτουν. 

 Έχουμε τώρα: 

 
 

3421 MMMM  ),(),( 43431212 λλκκλλκκ   

            4231 κκκκ     και   4231 λλλλ  . 

 Επομένως, ζητούμενη συνθήκη είναι: 

 4231 κκκκ      και    4231 λλλλ  . 

 

4.  Θεωρούμε τα σημεία ),( 11 βαA , ),( 22 βαB  και ),( yx . Από την τριγωνική 

ανισότητα έχουμε: 

 M3

 M4

 M1

 M2

B

 Δ
 Α

 Γ  
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 )()()( ABBA    

    2
12

2
12

2
2

2
2

2
1

2
1 )()()()()()( ββααβyαxβyαx  . 

 

5.  Σχεδιάζουμε τα βα


,  και r


 με κοινή αρχή Ο 

και έστω 


αOA


 , 


βOB


  και 


rOP


 . Από το 

πέρας Ρ του r


 φέρνουμε παράλληλες προς 

τους φορείς των 

OA  και 


OB  και 

σχηματίζουμε το παραλληλόγραμμο ΟΓΡΔ. 

 Θα είναι 
 

αxOAxO


  και 
 

βyOByO


 , 

όπου Ryx, . Από τον κανόνα του παραλληλόγραμμου έχουμε 

  
 OOOP  , δηλαδή βyαxr


 , που είναι και η ζητούμενη έκφραση. 

 Θα αποδείξουμε ότι οι αριθμοί x και y είναι μοναδικοί. 

 Έστω ότι ισχύει και βyαxr
  . Τότε έχουμε διαδοχικά: 

   βyαxβyαx
   

       βyyαxx


)()(  . 

 Αν ήταν 0 xx , δηλαδή xx  , τότε β
xx

yy
α






  που σημαίνει ότι βα


//  

που είναι άτοπο. Επομένως xx  , οπότε και yy  . Άρα το r


 εκφράζεται 

κατά μοναδικό τρόπο ως γραμμικός συνδυασμός των α


 και β


. 

 
 

1.5   ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ 

 
 
Α΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

1.  (i) Έχουμε  13152532)1( βα


 

      781366)3()2(  βαβα


 

             22 33)3()( ββαβααβαβα


  

          )52(132)31(3 2222   

          292630   
          25  

 

r

 Β Γ O

 P Δ

 A
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(ii) Έχουμε 0520)5,2)(,(0  λκλκβu


. 

 Τα διανύσματα u


 είναι κάθετα στο β


 και μεταξύ τους συγγραμμικά. 

 

2.  Έχουμε 

          62656)06()44(77)7(  wuvuwvu


 

      524245)(|| wvu


 

      4868||8|8||)(|  wwwvu


 

      524245)(||)|(|  wvuwvu


 

 

3.  (i) Πρέπει 0)(  βλαα


. Έχουμε 111)( 2  λλβαλαβλαα


. 

Επομένως 101  λλ . 

(ii) Ομοίως 
2

1
02100)( 2  λλβλαββλαβ


. 

 

4.  Έστω ),( yxv 


 το διάνυσμα που ζητάμε. Τότε θα ισχύει: 

 


















1

023

1||

0
22 yx

yx

v

vu




. 

 Από τη λύση του συστήματος βρίσκουμε 

 









13

3
,

13

2
),( yx  ή 










13

3
,

13

2
),( yx . 

 

5.  Έχουμε 

        0 vuvu


 

   02630)2()3( 22  ββακβαακβακβα


 

   0092
2

1
32

2

1
32643  κκκ  

 

6.  (i)  Έχουμε 

 
4

3
0340  κκβα


 

(ii)   Έχουμε 



 22

 34
2

2
34134

4
συν|||| 222  κκκ

π
βα


 

    341
2

25 2  κκ  

    682512  κκ . 

 Υψώνουμε τα μέλη της τελευταίας εξίσωσης στο τετράγωνο και βρίσκουμε 

07487 2  κκ  και έχουμε 7/1κ  ή 7κ . Από τις τιμές αυτές του κ μόνο 
η 7/1κ  επαληθεύει την εξίσωση. Άρα 7/1κ . 

(iii)  
3

4
0430

34

1
//  κκ

κ
βα


. 

 

7.  Αν φ είναι η γωνία των διανυσμάτων u


 και v


, τότε 
||||

συν
vu

vu
φ 






 . Όμως 

είναι 

   22 ||442||2)()42( βαββααβαβαvu


  

         34
2

1
1122||42||2 22 






 ββαα


. 

   1216
2

1
16416164)42(|| 2222 






 ββααβαu


, 

 οπότε 32|| u


. 

   31
2

1
212)(|| 2222 






 ββααβαv


, 

 οπότε 3|| v


. 

 Επομένως 
2

1

332

3
συν 




φ , άρα       

3

2π
φ . 

 

8.  Έχουμε 00)()( 2  βααβααβαα


 

      
||

||
),(συν),(συν|||||| 2

β

α
βαβαβαα 





. 

 

9.  Έχουμε )|||)(||||(| αββααββαvu


  

         0|||||||||||| 22222222  αββααββα


. 
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10. Έχουμε 0||)()(||))(( 222  ββαβαββββααββv


. 

 

11. (i) Έχουμε 


)2,3()24,36( AB  και 


)3,2()52,11(  . 

 Επομένως 
 

066)3,2()2,3( AB . 

 (ii)  Επειδή 
 

0AB , τα διανύσματα 

AB  και 


  είναι κάθετα. 

 

12. Έστω pαλβ


 , όπου αp


 . Έχουμε διαδοχικά 

αpαλβα

 2  

               2||αλβα


  

            205)4()8(2  λ  

              λ2036  

     
20

36
λ

5

9
  

 Επομένως pαβ



5

9
 

   





 

5

11
,

5

22
)4,2(

5

9
)5,8(

5

9
αβp


 

 Τελικά 





 

5

11
,

5

22

5

9
αβ


. 

 

13.  Η μια διαγώνιος του παραλληλόγραμμου θα έχει μήκος ίσο με 

|)3()25(| βαβα


  και η άλλη ίσο με |)3()25(| βαβα


 . 

 Έχουμε     |6||)3()25(| βαβαβα


 ,     οπότε 

   22 )6(|6| βαβα


  

    22 1236 ββαα


  

    202 ||45συν12||36 ββαα


  

    9
2

2
32212836   

    972288   

    225 ,  οπότε     15|6|  βα


. 

 Ομοίως βρίσκουμε ότι 

 593|54||)3()25(|  βαβαβα


. 
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14. Έχουμε 
        

 AABAABABAAB  )(  

                





15)1(35Προβ  ABA

A

  

 β΄ τρόπος: 
     

15)0,5()4,3(   AABABAAB . 

 

15. (i)       22 |)||(||||||||| βαβαβαβα


  

    22 |)||(|)( βαβα


  

    2222 ||||||2||2 ββααββαα


  

    2222 ||||||2||||2|| ββααββαα


  

    |||| βαβα


  

    ||||),(συν|||| βαβαβα





 

    1),(συν 

βα


 

    βα


 . 

 (ii)     22 )(|)||(||||||| βαβαβαβα


  

    βαβαβαβα

 2||||2|||| 2222  

    |||| βαβα


  

    ||||),(συν|||| βαβαβα





 

    1),(συν 

βα


 

    βα


 . 

 
 
Β΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

1.  Έχουμε     0)(2 2222 βμβαλμαλ


0)( 2  βμαλ


,    που ισχύει. 

 Το ""  ισχύει, αν και μόνο αν 0


 βμαλ  ή, ισοδύναμα, βμαλ


 . 

 Αν 0λ , τότε β
λ

μ
α

 
 , οπότε βα


// , που είναι άτοπο. 
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 Επομένως 0λ , οπότε 0


βμ  και άρα 0μ . 

 Άρα το ""  ισχύει, αν και μόνο αν 0 μλ . 

 

2.  (i) Έχουμε       2222 )()(|||| vuvuvuvu


  

        2222 22 vvuuvvuu


  

        2222 ||2||222 vuvu


  

(ii)  Έχουμε       2222 )(
4

1
)(

4

1
||

4

1
||

4

1
vuvuvuvu


  

             )2(
4

1
)2(

4

1 2222 vvuuvvuu


  

             vuvuvu



2

1

2

1
. 

 

3.  (i) Αν ω είναι η γωνία των α


 και β


 και το u


 σχηματίζει με το α


 γωνία 1φ   

          και με το β


 γωνία 2φ , τότε έχουμε: 

βααβu


||||   

            )(|||||| 2 βαααβuα

  

            ωβααβφuα συν||||||||συν|||| 22
1


  

                )συν1(||||συν|| 1 ωβαφu 


 

        )συν1(
||

||||
συν 1 ω

u

βα
φ 


 



.             (1) 

 Ομοίως έχουμε:            βααβu


||||   

           2||)(|| βαβαβuβ

  

           2
2 ||||συν||||||συν|||| βαωβαβφuβ


  

                )συν1(||||συν|| 2 ωβαφu 


 

        )συν1(
||

||||
συν 2 ω

u

βα
φ 


 



.             (2) 

 Από τις (1) και (2) έχουμε 21 συνσυν φφ  , άρα 21 φφ  . 

 (ii)   )|||)(||||(| βααββααβvu
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          0|||| 22222222  βαβαβααβ


. 

 Επομένως vu


  και επειδή ο φορέας των u


 διχοτομεί τη γωνία των α


 και 

β


, ο φορέας των v


 διχοτομεί την παραπληρωματική γωνία των α


 και β


. 

 
4.  Έχουμε διαδοχικά: 

                  02


 γβα  

          γβα


2  

         222 44 γββαα


  

              91444  βα


 

                2βα


              (1) 

 Αν εργαστούμε αναλόγως, βρίσκουμε ότι: 

          3γβ


   και   6αγ


.             (2) 

 Έτσι, λόγω των (1) και (2), έχουμε 

 5632  αγγββα


. 

 

5.  α΄ τρόπος: Επειδή βα


  έχουμε  0βα


 οπότε 

     0 λνκμ               (1) 

 Επειδή τα μέτρα των α


 και β


 είναι ίσα με τη μονάδα έχουμε 

     122  λκ               (2) 

 και     122 νμ .              (3) 

 Ισχύει όμως η ταυτότητα: 

 222222 )()())(( λμκνλνκμνμλκ  , 

 η οποία, λόγω των (1), (2) και (3), γίνεται 

 1)()(011 22  λμκνλμκν . 

 β΄ τρόπος: Έχουμε 

 
2

222222 συν)],(),[()( 




  ωμνλκμνλκλμκν ω2συν11  ,  

 όπου ω είναι η γωνία των διανυσμάτων ),( λκ  και ),( μν  . 
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 Όμως τα διανύσματα ),( λκ  και ),( μν   είναι παράλληλα, αφού 

0)( 


λνκμ
μν

λκ
. Επομένως, θα είναι 1συν 2 ω  και έτσι θα έχουμε 

1)( 2  λμκν . 

 

6.  Θεωρούμε τα διανύσματα ),( βαα


 και ),( δγβ


. 

 Έχουμε ),(συν),(συν|||| 2222


 βαδγβαβαβαβα


 

 και  βδαγβα 


. 

 Επομένως 
2222

),(συν
δγβα

βδαγ
βα







 και επειδή  1),(συν1- 


βα


  

 έχουμε 11
2222







δγβα

βδαγ
. 

 

7.  (i) Έχουμε 
  

βαOMOAMA


  και 
  

βα


  . 

 (ii) Έχουμε 
 

0||||))(( 2222  αβαββαβα


 . 

 Αφού 
 

0 , έχουμε 
 

 . Γεωμετρικά αυτό σημαίνει ότι “η 
γωνία η εγγεγραμμένη σε ημικύκλιο είναι ορθή”. 

 

8.  (i) 
  

αβHAHBAB


 , 
  

αγ


   και 
  

βγ


  . 

 (ii) Έχουμε 
 

00)(  βαγβγαγ


 που ισχύει, αφού 

 . 

 Επίσης 
 

00)(  βαγβαβγ


 που επίσης ισχύει, αφού 

 . 

(iii) Η ισότητα αβαγ

  γράφεται διαδοχικά: 

0 αβαγ


 

      0)(  αβγ


 

         
  

0)(    

       
 

0  

        
 

  . 
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 Επομένως  . Αποδείξαμε λοιπόν ότι: “οι φορείς των υψών ενός 
τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο”. (Το σημείο αυτό λέγεται 
ορθόκεντρο). 

 

9.  Έχουμε 
  

12 βγ


   και 
  

12 γβ


  . Επομένως 

 

112112221212 )()( γβββγγβγγββγ

  

      


  συν|||συν|||| 11221122 γβZAβγγββγ


 

        συν))(() (συν))((  π  

      0συν))((συν))((   . 

 Άρα      . 
 

10. Αν φέρουμε τη διάμετρο   , τότε οι 
γωνίες B ,   ,   είναι ορθές. 

 Επομένως, 










 ΠροβBA ,   









 Προβ    

και   









 ροβ ,  

 οπότε 
    



 








 ΠροβΠροβ  

          
   

   

          
  

  )(  

          
  



  



 Προβ . 

 

11. Αν    είναι το αντιδιαμετρικό του Β, τότε 

090

  και επομένως 










Προβ . 

 Είναι  
 

 Γ΄

 Γ

 Δ Δ΄ Α

 Α΄
 B΄

 B
 O

 

 B΄B

 Μ
 Α

 ρ  O
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)()( OMBOOMOBBMMBMAMBMBMA   

                   
   

)()( OMOBOMOB   

                   
   

)()( OBOMOMOB   

                   
 

22 OBOM   

                   


22 ρOM  , 

 που είναι σταθερό.  
 
 

ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ  1ου  ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 

 
 
1.  Για να είναι τα τρία σημεία Α, Β και Γ συνευθειακά, αρκεί να αποδείξουμε ότι 

τα διανύσματα 

AB  και 


A  είναι συγγραμμικά. 

 Από τη σχέση 0||||||  μλκ  προκύπτει ότι ένας τουλάχιστον από τους κ, λ, 

μ, για παράδειγμα ο λ, είναι διάφορος του μηδενός. 
 Έχουμε διαδοχικά: 

  
  

0


  μλκ  

         
    

0)()(


  μλAκ  

        
  

0)(


  μλκμλ  

      
 

0


  μλ  

                 
 

 μλ   

       
 


λ

μ
  

 Επομένως τα διανύσματα 

  και 


  είναι συγγραμμικά και άρα τα 

σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά. 

 Αντιστρόφως. 
 Αν τα σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά, τότε υπάρχει πραγματικός 

αριθμός ρ τέτοιος, ώστε 
 

  ρ . Επομένως 

   
)(   ρ  

 B΄

 Α

B

 Μ

 O
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0


  ρρ  

  
0)(1)1(


  ρρ . 

 Η τελευταία σχέση αν θέσουμε κρ 1 , λ1  και μρ , γράφεται 

  
  μλκ  με 011  ρρμλκ  και με έναν τουλάχιστον 

από τους κ, λ και μ διάφορο του μηδενός, εδώ 01λ . 
 

2.  Αρκεί να αποδείξουμε ότι 
  

)(
2

1   . 

 Έχουμε          
  

   

     
 

   

     
   

 μλμλ   

     
 

 )()( λμμλ  . 

 Ώστε    

 
  

 )()( λμμλ      ή, ισοδύναμα,    
 

 )()1( λμμλ  . 

 Επειδή όμως τα διανύσματα 

  και 


  δεν είναι συγγραμμικά, η 

τελευταία ισότητα ισχύει μόνο όταν 01  μλ  και 0 λμ , επομένως 

2

1
 λμ . 

 Άρα 
    

)(
2

1

2

1

2

1    που σημαίνει ότι το Μ είναι το 

μέσον της πλευράς ΒΓ. 
 

3.  Με σημείο αναφοράς το Α η δοθείσα σχέση γράφεται διαδοχικά: 

     
  

7)2(    

    
7)2)((    

          
   

7))((    

             
 

722   

          
 

7|||| 22    
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79|| 2   

            


4||  . 

 Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι το Μ απέχει από το σταθερό σημείο 
Α σταθερή απόσταση ίση με 4. Άρα το Μ κινείται σε κύκλο με κέντρο το Α 
και ακτίνα 4ρ . 

 

4.  α΄ τρόπος: Το εμβαδόν του 
παραλληλόγραμμου ΟΑΓΒ είναι ίσο με 

υα ||


, δηλαδή ίσο με ωβα ημ||||


 , όπου ω η 

γωνία των διανυσμάτων α


 και β


. Αρκεί, 

λοιπόν, να αποδείξουμε ότι 

 1ημ||||ημ||||  ωαβωβα


. 

 Από τη δοθείσα σχέση έχουμε: 

      1||  βλα


 

    1|| 2  βλα


 

   1)( 2  βλα


 

           1)(2 22  βλβαλα


 

0)1|(|)2(|| 222  αλβαλβ


 

 Η τελευταία εξίσωση είναι 2ου βαθμού ως προς λ και, σύμφωνα με την 
εκφώνηση, έχει λύση. Άρα, η διακρίνουσα Δ της εξίσωσης αυτής είναι 
μεγαλύτερη ή ίση του μηδενός. Δηλαδή, έχουμε 

0)1|(|||4)(40 222  αββα


  

      0)1|(|||συν|||| 22222  αβωβα


 

      01||συν|| 222  αωα


 

      01ημ|| 22  ωα


 

      1ημ|| 22  ωα


 

      1ημ||  ωα


   (αφού   0ημ ω ). 

Ο

 Γ

 Α 

a

 



 Β

 υ

 ω
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 β΄  τρόπος Το εμβαδόν του 
παραλληλογράμμου ΟΑΓΒ είναι ίσο με 

         )()()(   .         (1) 

 Όμως, είναι ||)( β


  και 

1||)()(  βλα


 . Επομένως, 

λόγω της ισότητας (1), έχουμε 

||)()( β


  . 

 
 

5.  (i) Για να είναι το Η το ορθόκεντρο του 
τριγώνου αρκεί να δείξουμε ότι 
 

0 , 
 

0  και 
 

0 . 
 Έχουμε: 

  
     

))((    

   ))(( βγαγβα


  

   ))(( βγγβ


  

   22 |||| βγ


  

   
 

0|||| 22    

 Ομοίως δείχνουμε και ότι 
 

0  και 
 

0 . 

(ii) Για το βαρύκεντρο G γνωρίζουμε ότι 
  

0


 GGBGA . 

 Επομένως  
     

0


 OGOOGOBOGOA   

   
   

OOBOAOG 3  

   


)(
3

1
γβαOG


 . 

 (iii) Έχουμε 


γβα


  και 


)(
3

1
γβαG


 . 

Επομένως 
        

GHOGOGGHOGOGOHG
2

1
223    που 

σημαίνει ότι τα GO,  και Η είναι συνευθειακά σημεία και ότι το G  διαιρεί 

το τμήμα ΟΗ σε λόγο 1/2. 

Ο

 Σ

 Γ

Δ

 Α

 


 



 Β

 


a

 

 Γ B

 O
 G

 Η

 Α
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6.  (i) Επειδή   xγβxα


 )(    έχουμε 

           αxγαβxα

 )()(  

         αxαγαβxα

 ))((  

         αγxααβxα

 ))((  

         αγαβxα

 )1)((              (1) 

 (ii) Επειδή 01αβ


, διαιρούμε τα μέλη της (1) με 1αβ


 και παίρνουμε 

1




αβ

αγ
xα 




. Έτσι, από τη δοθείσα σχέση έχουμε xγβ
αβ

αγ 









1
, οπότε 

είναι γβ
αβ

αγ
x













1
. 

 

7.  (i) Έχουμε 
  

)(
2

1
)(

2

1
βακEEBEK


   

      και 
  

)(
2

1
)(

2

1
βλαEEAE


  . 

 Για τη διανυσματική ακτίνα του σημείου Μ έχουμε: 

  
     )(

2

1
)(

2

1

2

1
αβxβZEEZEM


  ,   αφού 
 

)(// αβAZ


  

 και 
     )(

2

1
)(

2

1

2

1
ακβλyακBZEBEZEM


 , αφού 
 

ακβλBBZ


// . 

 Επομένως,  )()( ακβλyακαβxβ


  

    αyκκxβyλx


)()1(  . 

 Επειδή τα α


 και β


 δεν είναι συγγραμμικά, για να αληθεύει η τελευταία 

ισότητα πρέπει 01  yλx  και 0 yκκx . Από τη λύση του συστήματος 

των δύο αυτών εξισώσεων προκύπτει ότι 
λκ

λκ
x





)1(

 και 
λκ

κ
y





1

. Επομένως  

 






 




 )(
1

2

1
ακβλ

λκ

κ
ακEM


. 

(ii) Από το προηγούμενο ερώτημα έχουμε 
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)(

2

1
)(

2

1
βακβλαEKEK


   

ή             
  βλακK


)1()1(

2

1
  

και        
  





 




 βακακβλ
λκ

κ
ακEKEMKM


)(

1

2

1
 

ή            
  βλακ

λκ

κ
KM


)1()1(

2

1



 . 

 Επομένως  
 

K
λκ

κ
KM


 ,  που σημαίνει ότι τα σημεία Κ, Λ και Μ είναι 

συνευθειακά. 
 

8.  Σύμφωνα με την άσκηση 4 της Β΄ ομάδας στη σελίδα 28, αν γβα


,,  είναι οι 

διανυσματικές ακτίνες των κορυφών Α, Β και Γ αντιστοίχως του 
Δ
AB  και 

ζεδ


,,  είναι οι διανυσματικές ακτίνες των κορυφών Δ, Ε και Ζ αντιστοίχως 

του 
Δ

  ως προς την ίδια αρχή Ο, τότε έχουμε: 

νμ

γμβν
δ








,   

νμ

αμγν
ε








   και   

νμ

βμαν
ζ







. 

 Το κέντρο βάρους G του 
Δ
AB  έχει διανυσματική ακτίνα την 

 


)(
3

1
γβαOG


 . 

 Επίσης το κέντρο βάρους G   του τριγώνου 
Δ

  έχει διανυσματική ακτίνα 


























νμ

βμαν

νμ

αμγν

νμ

γμβν
OG



3

1
 

    )(
3

1))((

3

1
γβα

νμ

γβανμ 






 . 

 Επομένως 
 

GOOG  , που σημαίνει ότι τα G και G   συμπίπτουν. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ   2 

 
 

2.1   ΕΞΙΣΩΣΗ  ΕΥΘΕΙΑΣ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i) Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΑΒ είναι: 

1
2

2

)1(1

46





λ  

 (ii) Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΓΔ είναι: 

2
1

2

)1(0

02





λ  

 (iii) Ο συντελεστής διεύθυνσης λ κάθε ευθείας κάθετης προς την  ΓΔ έχει με 

τον συντελεστή διεύθυνσης της ΓΔ γινόμενο ίσο με -1. Αρα θα είναι 
2

1
 . 

 

2. Έστω ω η γωνία που σχηματίζει η ΑΒ με τον άξονα xx . 

 (i) Η ευθεία ΑΒ έχει συντελεστή διεύθυνσης 1
2

2

)1(1

46





λ . Άρα, θα 

ισχύει 1εφ ω  οπότε θα είναι 045ω . 

 (ii) Η ευθεία ΑΒ έχει συντελεστή διεύθυνσης 1
1

1

)1(0

34





 . Άρα και στην 

περίπτωση αυτή θα έχουμε 045 . 

 (iii) Επειδή τα Α, Β έχουν την ίδια τετμημένη, η ευθεία ΑΒ θα είναι 

κατακόρυφη και κατά συνέπεια θα είναι 090 . 

 (iv) Επειδή τα Α, Β έχουν ίδια τετμημένη, η ευθεία ΑΒ θα είναι οριζόντια και 

κατά συνέπεια θα είναι 00 . 
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3. (i) Το διάνυσμα )2,3( 


 έχει συντελεστή διεύθυνσης 
3

2
λ , οπότε η 

ζητούμενη ευθεία, που είναι παράλληλη με το 


 θα έχει τον ίδιο συντελεστή 
διεύθυνσης. Επειδή, επιπλέον, διέρχεται από το σημείο )1,1( A , η εξίσωση 

της θα είναι: 

)1(
3

2
)1(  xy    ή, ισοδύναμα,   

3

1

3

2
 xy . 

 (ii) Το διάνυσμα )1,0(


 έχει τετμημένη ίση με το μηδέν, άρα έχει διεύθυνση 

κατακόρυφη. Έτσι η ζητούμενη ευθεία θα είναι και αυτή κατακόρυφη και, 
επειδή διέρχεται από το )1,1( A , θα έχει εξίσωση 1x . 

 (iii) Αν λ ο συντελεστής διεύθυνσης της ζητούμενης ευθείας, θα έχουμε 

1
4

εφ 
π

λ . Άρα, η εξίσωση της ευθείας θα είναι: )1(11  xy  ή, ισοδύναμα, 

2 xy . 

 

4. (i) Έχουμε 
3

1

6

2

33

24








Bλ , οπότε το ύψος ΑΔ, που είναι κάθετο στην 

ΒΓ, θα έχει συντελεστή διεύθυνσης 3Aλ . Επειδή, επιπλέον, το )0,1(A  

είναι σημείο του ύψους, η εξίσωση του θα είναι ))1((30  xy , δηλαδή 

33  xy . Εργαζόμενοι ομοίως βρίσκουμε ότι η εξίσωση του ύψους ΒΕ είναι 

2

1

2

1
 xy  και η εξίσωση του ύψους ΓΖ είναι 22  xy . 

 (ii) Προφανώς και η μεσοκάθετη της πλευράς ΒΓ θα έχει συντελεστή 
διεύθυνσης 3 . Επειδή, όμως, αυτή διέρχεται από το μέσον Μ της ΒΓ, το 

οποίο έχει συντεταγμένες: )3,0(
2

42
,

2

)3(3







 
, η εξίσωσή της θα είναι 

)0(33  xy  δηλαδή 33  xy . (Παρατηρείστε ότι ταυτίζεται με την 

εξίσωση του ύψους ΑΔ, τί συμπεραίνετε;) 
 Εργαζόμενοι ομοίως βρίσκουμε ότι οι εξισώσεις των μεσοκαθέτων των ΑΓ 

και ΑΒ, αντιστοίχως, είναι: 

3
2

1
 xy    και   32  xy . 

5. Είναι 
2

1
Aλ  και 

2

1
Bλ , άρα  BA // . Επίσης είναι 2ABλ  και 

2λ , άρα //AB . Έτσι, αφού το τετράπλευρο ΑΒΓΔ έχει τις απέναντι 
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πλευρές του παράλληλες θα είναι παραλληλόγραμμο. Ακόμη είναι 1Aλ  

και 1Bλ , οπότε 1  BA λλ  και συνεπώς οι ΑΓ και ΒΔ είναι κάθετες. 

Άρα το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ είναι ρόμβος. 

 Η ΑΓ έχει συντελεστή διεύθυνσης 1λ  και διέρχεται από το σημείο )1,3(A . 

Άρα, θα έχει εξίσωση )3(11  xy , δηλαδή 4 xy . 

 Ομοίως η ΒΔ έχει συντελεστή διεύθυνσης 1  και διέρχεται από το )5,5(B . 

Άρα, θα έχει εξίσωση: )5(15  xy , δηλαδή xy . 

 

6. Έχουμε 1
12

)1(0





ABλ  και 1
11

)1(3





Aλ . Επομένως, AAB λλ  , 

οπότε οι ευθείες ΑΒ και ΑΓ είναι παράλληλες και εφόσον έχουν κοινό το 
σημείο Α θα ταυτίζονται. Άρα, τα σημεία Α, Β, Γ θα είναι συνευθειακά. 

 

7.  Αν 0α  και 
4

π
κπθ  , Zκ , τότε ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας 

ΑΒ είναι 
θθ

θθ

θθα

θθα
λ

συνημ

συνημ

)ημσυν(

)ημσυν(








 . Επομένως, η εξίσωση της ΑΒ 

είναι 

)συν(
συνημ

συνημ
ημ θαx

θθ

θθ
θαy 




 , 

 η οποία γράφεται διαδοχικά: 

   
θθ

θθ
θαθαx

θθ

θθ
y

συνημ

ημσυν
συνημ

συνημ

συνημ








  

   






συνημ

συνημσυνσυνημημ

συνημ

συνημ 22








 xy  

   






συνημσυνημ

συνημ







 xy . 

    Αν 0α , αλλά 
4

π
κπθ  , Zκ , τότε 

2

2
ημσυν

α
θαθα  , οπότε η 

ευθεία ΑΒ είναι κατακόρυφη και άρα έχει εξίσωση 

 
2

2α
x       ή     

2

2α
x . 

    Αν 0α , τότε τα σημεία Α, Β ταυτίζονται, οπότε υπάρχουν άπειρες 
ευθείες που διέρχονται από αυτά. 
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8. Αν ),( yx  είναι οι συντεταγμένες του κέντρου βάρους G του τριγώνου ΑΒΓ, 

τότε θα είναι: 

3

1

3

342



x    και   

3

4

3

453



y . 

 Επομένως, η ευθεία που διέρχεται από σημεία )3,2(A  και 







3

4
,

3

1
G  έχει 

συντελεστή διεύθυνσης 1

3

5
3

5

3

1
2

3

4
3





  και κατά συνέπεια η εξίσωσή της θα 

είναι    )2(13  xy , δηλαδή 1 xy . 

 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Η ζητούμενη ευθεία, επειδή σχηματίζει με τους άξονες τρίγωνο και περνάει 
από το σημείο )2,1(A , θα έχει εξίσωση )1(2  xλy , με 0 , 2 , 

δηλαδή: 

 2 xy , με 0 , 2 . 

 Με τους περιορισμούς αυτούς το σημείο τομής της ευθείας με τον xx , έστω 

Β, έχει συντεταγμένες 





 
 0,

2




, ενώ το σημείο τομής της με τον άξονα 

yy  , έστω Γ, έχει συντεταγμένες  2,0  . Έτσι, αφού 


 2
)(


OB  και 

|2|)(  O , το τρίγωνο ΟΒΓ είναι ισοσκελές, αν και μόνο αν: 

11||1
||

1
|2|

||

|2|
|2|

2

2






 λλ

λ
λ

λ

λ
λ

λ
   ή   1λ , 

 Άρα, υπάρχουν δύο ευθείες που ικανοποιούν το ζητούμενο και των οποίων οι 
εξισώσεις είναι: 

3 xy    και   1 xy . 

 

2. Αρχικά, διαπιστώνουμε ότι οι συντεταγμένες του Α δεν επαληθεύουν τις 
εξισώσεις που δίνονται. Άρα οι εξισώσεις, αυτές αντιστοιχούν στα ύψη ΒΕ 

και ΓΖ. Εστω ότι η 
2

3

2

1
 xy  είναι η εξίσωση του ΒΕ και η 2 xy  του 
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ΓΖ. Τότε, επειδή BEA   και ZAB  , θα έχουμε: 1 BEA    και 

1 ZAB  , οπότε 2Aλ  και 1Aλ . Άρα οι εξισώσεις των ΑΓ και 

ΑΒ θα είναι, αντιστοίχως, οι  

)1(24  xy    και   )1(14  xy , 

 δηλαδή οι 
62  xy    και   3 xy  

 Επομένως, οι συντεταγμένες του Γ είναι η λύση του συστήματος 








2:

)2,4( ζεύγος είναι το που,62:

xyZ

xyA




 

 και οι συντεταγμένες του Β είναι η λύση του συστήματος 











2

3

2

1
:

)0,3( ζεύγος είναι το που,3:

xyBE

xyAB
 

 Τέλος, επειδή 
7

2

)3(4

02 





B , η εξίσωση της ΒΓ θα είναι 

)3(
7

2
0 


 xy , δηλαδή 

7

6

7

2
 xy . 

 

3. Οι ευθείες που διέρχονται από το σημείο Μ(2,1) είναι η κατακόρυφη με 
εξίσωση 2x  και οι μη κατακόρυφες με εξισώσεις R  ),2(1 xy . 

    Η ευθεία 2x  τέμνει την 1 xy  στο σημείο Β(2,3) και την 1 xy  

στο σημείο )1,2(  . Το ΒΓ έχει μέσο το σημείο με συντεταγμένες 








 
2

)1(3
,

2

22
 δηλαδή (2,1), που είναι οι συντεταγμένες του σημείο Μ. 

 Άρα, η κατακόρυφη 2x  είναι μια από τις ζητούμενες ευθείες. 

    Η ευθεία )2(1  xλy , Rλ , τέμνει τις 1 xy  και 1 xy  στα 

σημεία Β και Γ αντιστοίχως, που οι συντεταγμένες τους είναι οι λύσεις των 
συστημάτων: 















)2(1

1
και

)2(1

1

xy

xy

xy

xy
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 Από το πρώτο σύστημα, με αντικατάσταση του y στη δεύτερη εξίσωση, 
έχουμε: 

λxλλxλx 2)1(211  . 

 Άρα, αν 1 , τότε 
1

2



λ

λ
x , οπότε 

1

13
1

1

2
1








λ

λ

λ

λ
xy . 

 Επομένως, οι συντεταγμένες του Β θα είναι το ζεύγος 










 1

13
,

1

2

λ

λ

λ

λ
. 

 Ομοίως, από το δεύτερο σύστημα έχουμε: 

 2)1(211  xxx . 

 Άρα, αν 1λ , τότε 
1

2



λ

λ
x , οπότε 

1

1
1

1

2
1








λ

λ

λ

λ
xy . 

 Επομένως, οι συντεταγμένες του Γ θα είναι το ζεύγος 










 1

1
,

1

2







. Έτσι το 

Μ(2,1) θα είναι μέσο του ΒΓ, αν και μόνο αν  

    





































































22242

και

1

2
1

12123

4
1

4

1
1

1

1

13

2

1

2
1

2

1

2

2

1

22

22

2

22

2

2

λλλ

λλ

λ

λλλλ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

. 

 Οι εξισώσεις όμως αυτές δεν συναληθεύουν για καμία τιμή του λ, αφού η 
πρώτη είναι αδύνατη για κάθε R . Έτσι η μόνη λύση του προβλήματός 
μας, είναι η κατακόρυφη ευθεία 2x . 

 

4. (i) Η εξίσωση της ευθείας που ορίζεται από τα σημεία 







κ
κ

1
,  και 









λ
λQ

1
, , με λκ  και 0, λκ , έχει συντελεστή διεύθυνσης ίσο με 

κλκλ
κλ 1
11







. Άρα η εξίσωσή της είναι      )(

11
κx

κλκ
y  , δηλαδή 

                
κλ

λκ
x

κλ
y




1
              (1) 
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 (ii) Από την (1), για 0x , έχουμε 
κλ

λκ
y


  και, για 0y , έχουμε λκx  . 

Άρα τα σημεία τομής της PQ  με τους άξονες yy  και xx  αντιστοίχως, είναι 

τα: 







 

κλ

λκ
B ,0    και   )0,( λκA  . 

 Έτσι θα έχουμε: 

2
2

2
2 1

0
1

)()(
κ

λ
κ

λκκAP 





   

 και 

2
2

2
2 11

)0()(
κ

λ
κλ

λκ

λ
λBQ 






 

 . 

 Άρα   BQAP . 

 

5. Η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία )0,(αA  και ),0( βB  έχει συντελεστή 

διεύθυνσης 
α

β

α

β
λ 





0

0
, οπότε η εξίσωσή της θα είναι η: 

1)(0 
β

y

α

x
αβxβyαβx

α

β
yαx

α

β
y  

 (με τον προφανή περιορισμό ότι 0βα ). 

 

6. Από τα δεδομένα προκύπτει ότι η ζητούμενη ευθεία θα έχει εξίσωση της 

μορφής βxy 
3

2
, 0β . Από την εξίσωση αυτή, για 0y , έχουμε 

βx
2

3
  και, για 0x , έχουμε βy . Άρα, τα σημεία Α και Β θα έχουν 

συντεταγμένες τα ζεύγη 







0,
2

3
β  και ),0( β  αντιστοίχως, οπότε θα είναι  

630515
2

3
15  ββββyx BA . 

 Άρα, η εξίσωση της ζητούμενης ευθείας είναι η       6
3

2
 xy . 
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2.2   ΓΕΝΙΚΗ  ΜΟΡΦΗ  ΕΞΙΣΩΣΗΣ  ΕΥΘΕΙΑΣ 

 
 
Α΄  ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Επειδή οι συντελεστές 1μ  και μ  των x και y δεν μηδενίζονται συγχρόνως 

για καμία τιμή του μ, η δοθείσα εξίσωση παριστάνει για κάθε R  ευθεία 

γραμμή. Έστω ε η ευθεία αυτή. Τότε: 

 101//  μμxxε     και    0//  μyyε . 

 Τέλος, η ε διέρχεται από το Ο(0,0), αν και μόνο αν οι συντεταγμένες του Ο 
επαληθεύουν την εξίσωσή της, δηλαδή, αν και μόνο αν ισχύει: 

 00000)1( 22   . 

 

2.   Η ευθεία 0632  yx  έχει συντελεστή διεύθυνσης 
3

2
. Άρα η ζητουμένη 

ευθεία, που είναι κάθετη σ’αυτήν, θα έχει συντελεστή διεύθυνσης 
2

3
  και, 

επειδή διέρχεται από το σημείο Α(-2,3), θα έχει εξίσωση )2(
2

3
3  xy , 

δηλαδή xy
2

3
 . 

   Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των δύο ευθειών είναι η λύση του 

συστήματος     










0632
2

3

yx

xy
 ,    που είναι το ζεύγος   








13

18
,

13

12
. 

 

3. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των δύο ευθειών είναι η λύση του 

συστήματος     






073

0352

yx

yx
 ,   που είναι το ζεύγος   )17,44(  . 

 Η ευθεία 14  yx  έχει συντελεστή διεύθυνσης 4 . Άρα, η ζητούμενη θα 

έχει συντελεστή διεύθυνσης 
4

1
 και, επειδή διέρχεται από το σημείο 

)17,44( A , θα έχει εξίσωση )44(
4

1
17  xy , δηλαδή 6

4

1
 xy . 
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4. (i) Επειδή  // , θα είναι 
3

1
  Bλλ . Άρα η εξίσωση της ΑΔ θα 

είναι )4(
3

1
6  xy , δηλαδή 

3

14

3

1
 xy . Επομένως, οι συντεταγμένες 

του Δ θα είναι η λύση του συστήματος   










02:
3

14

3

1
:

yx

xyA




 ,  που είναι το 

ζεύγος   )4,2( . 

 (ii) Ο συντελεστής διεύθυνσης της διαγωνίου ΑΓ είναι 
3

5

14

16 





 , οπότε 

η ΑΓ είναι παράλληλη προς το διάνυσμα: 

 )5,3(1 δ


. 

 Ο συντελεστής διεύθυνσης της διαγωνίου ΒΔ συμπίπτει με τον συντελεστή 
διεύθυνσης της ΔΚ, όπου Κ το σημείο τομής των διαγωνίων ΑΓ και ΒΔ. Το Κ 

είναι το μέσον της ΑΓ, οπότε θα έχει συντεταγμένες το ζεύγος 





 

2

7
,

2

5
. 

Επομένως, θα ισχύει 
9

1

2
2

5

4
2

7







  λλ , οπότε η ΒΔ θα είναι παράλληλη 

προς το διάνυσμα: 

 )1,9(2 δ


. 

 Άρα, η οξεία γωνία των ΑΓ και ΒΔ θα είναι ίση ή παραπληρωματική με τη 

γωνία φ των διανυσμάτων 21 , 


 για την οποία έχουμε: 

416,0
697

69711

4117

11

19)5(3

1593

||||
συν

2222
21

21 











δδ

δδ
φ 



. 

 Έτσι, η οξεία γωνία των ΑΓ και ΒΔ θα είναι περίπου ίση με 065 . 

 

5. Η ευθεία με εξίσωση 08)1(  yλxλ  είναι παράλληλη προς το διάνυσμα 

)1,(1  


, ενώ η ευθεία με εξίσωση 0213   yx  είναι παράλληλη 

προς το ),3(2  


. Έτσι, οι δύο ευθείες είναι κάθετες, αν και μόνο αν 

21 δδ


 . Όμως: 
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         02121  δδδδ


 0)1(3  λλλ  

        0)2(022  λλλλ  

        0 λ    ή   2λ . 
 

6. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών 0643  yx  και 

0956  yx  είναι η λύση του συστήματος   







0956

0643

yx

yx
 ,  που είναι το 

ζεύγος   





 7,

3

22
. 

 Έτσι η ευθεία 033  yx  διέρχεται από το σημείο 





 7,

3

22
, αν και μόνο 

αν  κ )7(3
3

22
3    ή, ισοδύναμα, 1κ . 

 Άρα, ζητουμένη τιμή του κ είναι η 1 . 
 
 
Β΄  ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. (i) Έχουμε  

0)2)(2(0)2(044 2222  yxyxyxyyx  

          02 yx    ή   02 yx . 

 

 

 Οι τελευταίες είναι εξισώσεις των ευθειών 
που απεικονίζονται στο διπλανό σχήμα. 

 
 

 (ii) Έχουμε 

0)12()44(0324 2222  yyxxyxyx

         0)12)(12(0)1()2( 22  yxyxyx . 

          10)3()1(  yxyxyx    ή   03 yx . 

 Οι εξισώσεις αυτές παριστάνουν ευθείες. 

 2

 x

 y

 -2  2

O
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2. Για να παριστάνει η εξίσωση 

          0)13()1()32( 22  αyααxαα              (1) 

 ευθεία γραμμή, για τις διάφορες τιμές του α, πρέπει να αρκεί οι συντελεστές 
των x και y να μην είναι ταυτόχρονα μηδέν. Αυτό συμβαίνει, αφού ο 
συντελεστής του y δεν μηδενίζεται για καμία πραγματική τιμή του α. Στη 
συνέχεια θεωρούμε δύο τιμές του α (έστω 0α  και 1α ) και τις εξισώσεις 
των ευθειών που προκύπτουν: 

 







046

013

yx

yx
. 

 Το σύστημα των εξισώσεων αυτών έχει μοναδική λύση την )2,1(),( yx . 

Άρα οι ευθείες αυτές τέμνονται στο σημείο )2,1(A . Η εξίσωση (1) 

επαληθεύεται από τις συντεταγμένες του σημείου Α, αφού 

 01322232132)1()1()32( 2222  αααααααααα . 

 Άρα, όλες οι ευθείες της οικογένειας (1) διέρχονται από το σημείο Α )2,1( . 

 

3. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών 54  yx  και 123  yx  

είναι η λύση του συστήματος   







123

54

yx

yx
,  που είναι το ζεύγος 

)1,1(),( yx . 

 Η τρίτη ευθεία 0187  yx  επαληθεύεται για 1x , 1y  αφού 

 011817   

 Άρα, και οι τρεις ευθείες διέρχονται από το σημείο με συντεταγμένες )1,1( . 

 

4. Έχουμε τις ευθείες 0 yxμ  και 0)1()1(  yμxμ , που είναι αντίστοιχα 

παράλληλες με τα διανύσματα: ),1(1 μδ 


 και )1,1(2 μμδ 


. Για την γωνία 

φ των δύο αυτών διανυσμάτων ισχύει: 

  
2

2

2

1

)1(21

1

)1()1(1

)1()1(1

||||
συν

22

2

2222
21

21 













μμ

μμμ

μμμ

μμμ

δδ

δδ
φ 



. 
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 Άρα 
4

π
φ , οπότε η οξεία γωνία των δύο ευθειών θα είναι ίση με 

4

π
. 

5. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των δύο ευθειών 1:1 
β

y

α

x
ε  και 

1:2 
α

y

β

x
ε  είναι η λύση του συστήματος 























αβyβxα

αβyαxβ

α

y

β

x

β

y

α

x

1

1

. 

 Το σύστημα αυτό, αν 022  αβ
βα

αβ
, δηλαδή, αν βα  , έχει τη λύση 












βα

αβ

βα

αβ
yx ,),( . Επομένως, αν 0, βα  και βα  , η ζητούμενη 

εξίσωση είναι η xy . Αν βα  ή βα   οι 1  και 2  δεν τέμνονται.  

 Συγκεκριμένα, αν βα  οι ευθείες συμπίπτουν, ενώ, αν βα   οι ευθείες 

είναι παράλληλες. 

 

6. Η ευθεία 33  yx  έχει συντελεστή διεύθυνσης 3 . Επομένως, η κάθετη 

στην ευθεία αυτή από το σημείο Α(1, 2) θα έχει εξίσωση )1(
3

1
2  xy . Άρα, 

οι συντεταγμένες της προβολής του Α στην ευθεία 33  yx , θα είναι η λύση 

του συστήματος    










)1(
3

1
2

33

xy

yx
 ,   που είναι το ζεύγος  








5

9
,

5

2
. 

 

7. Για 0y , από την εξίσωση της ευθείας 1: 
β

y

α

x
ε , έχουμε αx . Άρα, το 

σημείο τομής της ε με τον άξονα xx  είναι το Α( α , 0). 
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 Η ε έχει συντελεστή διεύθυνσης 
α

β
 . Άρα, η εξίσωση της κάθετης στην ε 

στο σημείο Α( α , 0) θα είναι )(0 αx
β

α
y  , η οποία μετά τις πράξεις, 

γίνεται 02  αyβxα . 

2.3   ΕΜΒΑΔΟΝ  ΤΡΙΓΩΝΟΥ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Οι αποστάσεις του Α( 3,2 ) από τις δοθείσες ευθείες, είναι: 

 (i)  2
2

2

11

|132|
22





 

 (ii) 52
5

10

)1(2

|33)2(2|
22





 

 (iii)  
13

136

6

13

1

36

13

1

3

1

2

1

1
3

3

2

2

22




















 

 (iv) 0
34

|1010|

35

|133)2(5|
22








. 

 

2. (i) Έχουμε 
8

5
1
ελ  και 

8

5
2
ελ . Άρα 21 // εε . 

 (ii) Η απόσταση του Ο(0, 0) από την 1  είναι ίση με 

 
89

8951

)8(5

|510805|
22





, 

 ενώ η απόσταση του )0,0(O  από την 2ε  είναι ίση με 

 
89

8968

)8(5

|680805|
22





. 
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 (iii) Επειδή το Ο(0, 0) βρίσκεται μεταξύ των ευθειών 1  και 2 , η απόστασή 

τους θα είναι ίση με το άθροισμα των αποστάσεων του Ο  απ’ αυτές, δηλαδή 
θα είναι ίση με:. 

 
89

89119

89

89518968



 

3. (i) Έχουμε 
3

4
1
ελ  και 

3

4
2
ελ . Άρα 21 // εε . 

 (ii) Για 0x , από την εξίσωση 1ε , έχουμε 3y . Άρα το )3,0( A  ανήκει 

στην 1ε , Η απόσταση των 1ε  και 2ε  θα ισούται με την απόσταση του Α από 

την 2ε , δηλαδή με: 

3
5

15

)3(4

|24)3(304|

22





. 

 

4. Το ζητούμενο σημείο θα είναι το σημείο τομής της μεσοκαθέτου του ΑΒ και 
της ευθείας 3032  yx . Η εξίσωση της μεσοκαθέτου του ΑΒ είναι 

)4)(1(6  xy  ή, ισοδύναμα, 10 xy . Άρα, οι συντεταγμένες του θα 

είναι η λύση του συστήματος  






10

3032

xy

yx
,  που είναι το ζεύγος   

)2,12(),( yx . 

 

5. Η ζητούμενη εξίσωση θα είναι της μορφής βxy  3 , δηλαδή της μορφής 

03  βyx . Επομένως, θα έχουμε:   

 105105||5
13

|003|
22








. 

 Άρα υπάρχουν δύο ευθείες που ικανοποιούν τις απαιτήσεις του προβλήματος. 
Αυτές έχουν εξισώσεις: 

 01053  yx    και   01053  yx  

 

6. α΄ τρόπος: Οι ευθείες 21, εε , επειδή είναι παράλληλες προς την ε, θα 

έχουν εξισώσεις της μορφής 023  yx . 

 Αφού, όμως, η ε είναι μεσοπαράλληλη των 1  και 2  και αυτές απέχουν 

μεταξύ τους 8 μονάδες, η απόσταση οποιουδήποτε σημείου Α της ε από κάθε 
μία θα είναι 4 μονάδες. 
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 Ένα σημείο της ε είναι το 







2

1
,0A . Επομένως, θα έχουμε 

 1341134|1|4
13

|1|
4

)2(3

2

1
203

22








ββ

β
β

. 
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 Άρα, οι ζητούμενες ευθείες θα είναι οι: 

 0134123:1  yxε    και   0134123:2  yxε . 

 β΄  τρόπος: Ένα σημείο ),( yxM  ανήκει σε μια από τις ευθείες 1ε  και 2ε , 

αν και μόνο αν απέχει από την ε απόσταση ίση με 4, δηλαδή, αν και μόνο αν 

 134|123|4
)2(3

|123|
22





yx

yx
 

     134123  yx         ή   134123  yx  

     0)1341(23  yx    ή   0)1341(23  yx            (1) 

 Οι εξισώσεις (1) αποτελούν τις εξισώσεις των ευθειών 1ε  και 2ε . 

 

7. (i) Έχουμε 


)0,6(AB  και 


)3,4(A . Άρα 

 
 

|),det(|
2

1
)(  AABAB  9|18|

2

1
|

34

06
|

2

1
  μονάδες. 

 (ii) Έχουμε 


)10,4( AB και 


)0,7(A . Άρα 

 35|70|
2

1
|

07

104
|

2

1
)( 


AB  μονάδες. 

 (iii) Έχουμε 


)2,2(AB  και 


)6,6( A . Άρα 

 0|0|
2

1
|

66

22
|

2

1
)( 


AB . 

 Άρα, δε σχηματίζεται τρίγωνο με κορυφές τα σημεία )2,1(A , )4,3(B  και 

)4,5(  . 

 

8. Αφού το Μ είναι σημείο του άξονα xx  θα έχει συντεταγμένες της μορφής 

)0,(x , οπότε θα είναι 


)1,5(  xAM  και 


)2,4(AB . 

 Επομένως: 
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   14|142|7|
24

15
|

2

1
7)( 




 x
x

MAB  

          14142ή14142  xx  

          14 x             ή   0x . 

 Άρα, το ζητούμενο σημείο θα είναι το Μ(14, 0) ή το Μ(0, 0). 

 

9. Αν ),( yxM  είναι το ζητούμενο σημείο, τότε θα έχουμε: 

            2222 )2()5()4()3( yxyxMBMA   

             yyxxyyxx 44102581669 2222   

             4124  yx  

             13  yx  

 και 

        10|
)2(5

43
|

2

1
10)( 





yx

yx
MAB  

             20|2626|  yx  

             202626  yx     ή    202626  yx  

             233  yx              ή    33  yx  

 Επομένως:  

 















233

13

10)( yx

yx

MAB

MBMA
    ή    








33

13

yx

yx
. 

 Λύνοντας τα συστήματα αυτά βρίσκουμε ότι τα σημεία )2,7(1M  και 

)0,1(2M  είναι τα ζητούμενα. 

 

10. Αν )1,3(A , )3,2(B , )5,4(   οι τρεις κορυφές του παραλληλόγραμμου 

ΑΒΓΔ, τότε θα είναι  


)2,1(AB   και  


)6,7( A . Άρα 

 20|146||
67

21
|)(2)( 


  ABAB . 
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Β΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Οι ευθείες που διέρχονται από την αρχή Ο(0,0) είναι ο κατακόρυφος άξονας 
yy  , δηλαδή η ευθεία 0x  και οι μη κατακόρυφες ευθείες xy  . Επειδή, 

όμως, το )2,0(B  είναι σημείο του yy  , άξονας αυτός αποκλείεται να 

ικανοποιεί την απαίτηση του προβλήματος. Από τις xy  , η ζητούμενη είναι 

εκείνη που ισαπέχει από τα σημεία )0,2(A  και )2,0(B . Επομένως, θα 

έχουμε: 

11|||2||2|
)1(

|210|

)1(

|01)2(|
2222










λλλ

λ

λ

λ

λ
. 

 Άρα, οι ευθείες xy  και xy   είναι αυτές που ισαπέχουν από τα σημεία Α 

και Β. 
 

2. Αν )0,(αM  είναι το σημείο του xx  που ισαπέχει από την αρχή Ο(0, 0) και 

από την ευθεία 060125  yx  τότε θα έχουμε: 

               |605|||13
13

|605|
||

125

|600125|
||

22








 αα

α
α

α
α  

     αα 13605     ή   αα 13605   

     
2

15
α            ή   

3

10
α . 

 Άρα υπάρχουν δύο σημεία του xx , τα 





 

0,
2

15
1M  και 








0,
3

10
2M  που 

ικανοποιούν τις απαιτήσεις του προβλήματος. 
 

3. Η ζητούμενη ευθεία αποκλείεται να είναι κατακόρυφη ή οριζόντια (αφού 
τέμνει και τους δύο άξονες). Αφού λοιπόν, διέρχεται από το σημείο )2,1(M , 

θα έχει εξίσωση 

    )1(2  xλy , *Rλ .              (1) 

 Από την (1), για 0y , έχουμε 
λ

λ
x

2
  και, για 0x , έχουμε 2y . Άρα, 

η (1) τέμνει τους άξονες στα σημεία 





 

0,
2

λ

λ
A  και )2,0( λB  , οπότε είναι: 
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|2|

)2(
|2|

2

2

1
)()(

2

1
)(

2

λ

λ
λ

λ

λ
OBOAAOB





 . 

 Άρα: 

 ||8)2(4
|2|

)2(
4)( 2

2

λλ
λ

λ
AOB 


 . 

 Για τη λύση της εξίσωσης αυτής διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 

    Αν  0λ , τότε 

246041208448)2( 222  λλλλλλλλ  

    Αν  0λ , τότε 

204408448)2( 222  λλλλλλλλ . 

 Επομένως, οι ευθείες με εξισώσεις 

 )1)(246(2  xy ,    )1)(246(2  xy    και   )1(22  xy  

 είναι οι ζητούμενες. 
 

4. Επειδή οι απόσταση του σημείου )3,1(A  από τον άξονα yy  ισούται με 

1|1|  , μία από τις ζητούμενες ευθείες είναι ο άξονας yy , δηλαδή η ευθεία 

με εξίσωση 0x . 
 Αν τώρα είναι xλy  η εξίσωση της μη κατακόρυφης που διέρχεται από το 

)0,0(O  και η οποία απέχει από το σημείο )3,1(A  απόσταση ίση με 1 τότε 

θα έχουμε: 

 
3

4
1961|3|1

)1(

|3)1(| 222

22





λλλλλλ

λ

λ
. 

 Άρα, η ζητούμενη μη κατακόρυφη ευθεία είναι η    xy
3

4
 . 

 
5. Η εξίσωση 02 yx  γράφεται ισοδύναμα 2 xy . Άρα, αν ένα σημείο Μ 

ανήκει σε αυτήν, οι συντεταγμένες του θα είναι της μορφής )2,( xx . Έτσι, 

αν η απόσταση του Μ από την ευθεία 060512  yx  ισούται με 1, θα 

έχουμε: 
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   1
13

|507|
1

)5(12

|60)2(512|
22







 xxx
 

           13507  x    ή   13507 x  

           
7

37
 x         ή   9x . 

 Άρα, τα σημεία 





 

7

23
,

7

37
1M  και )7,9(2 M  απέχουν από την ευθεία 

02 yx  απόσταση ίση με 1. 

 

6. Έχουμε 


),( βδαγAB   και 


),( δγA  . Τα σημεία Α, Β, Γ είναι 

συνευθειακά, αν και μόνο αν τα 

AB  και 


A  είναι συγγραμμικά. Όμως: 

   
0),det(//   AABAAB  

     0




δγ

βδαγ
 

     0 βγγδγδαδ  

     0 βγαδ . 

 

7. α΄ τρόπος: Είναι 
α

β
λ  . Άρα, η μεσοκάθετος του ΑΒ θα έχει 

συντελεστή διεύθυνσης 
β

α
λ  και, αφού διέρχεται από το σημείο 








2

,
2

βα
 , 

θα έχει εξίσωση: 

 





 

22

α
x

β

αβ
y ,   δηλαδή   

β

αβ
x

β

α
y

2

22 
 . 

 Από την εξίσωση αυτή, για 0y , έχουμε 
α

βα
x

2

22 
  ενώ, για 0x , έχουμε 

β

αβ
y

2

22 
 . Άρα, η μεσοκάθετος του ΑΒ τέμνει τον άξονα xx  στο σημείο 

)0,( pP , με 
α

βα
p

2

22 
 , και τον άξονα yy   στο σημείο ),0( qQ  με 
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β

αβ
q

2

22 
 . Έτσι έχουμε ήδη εκφράσει τα qp,  συναρτήσει των α και β, 

οπότε έχουμε: 

 (i)     
α

βαβ

β

αβα
pβqα

2

)(

2

)( 2222 



  

    
αβ

βαβαβα

2

)()( 222222 
  

    pq
αβ

αββα
2

2

))(( 2222




 . 

 (ii)  0
22

)(

2

)( 22222222











αββα

β

αββ

α

βαα
qβpα  

 β΄  τρόπος: Τα διανύσματα 

PQ  και 


AB  είναι κάθετα και τα σημεία 

QPM ,,  συνευθειακά. Άρα, 
 

0ABPQ  και 
 

0),det( MQMP  οπότε … 

 

8. Ένα σημείο ),( yxM  ανήκει σε μια από τις διχοτόμους των γωνιών που 

ορίζουν οι ευθείες 0143  yx  και 04125  yx , αν και μόνο αν ισαπέχει 

από τις δύο ευθείες, δηλαδή, αν και μόνο αν ισχύει 

  
13

|4125|

5

|143|

125

|4125|

)4(3

|143|

2222














 yxyxyxyx
 

      





















)4125(5)143(13

ή

)4125(5)143(13

yxyx

yxyx

 

      





















206025135239

ή

206025)135239

yxyx

yxyx

 

      01162  yx   ή   033864  yx . 

     Άρα, οι εξισώσεις των διχοτόμων είναι οι: 01162  yx  και 033864  yx . 
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9. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών 01 yx  και 

0532  yx  είναι η λύση του συστήματος   







0532

01

yx

yx
,   που είναι το 

ζεύγος   )3,2(),( yx . 

 Άρα, το κοινό σημείο των ευθειών αυτών είναι το )3,2(M . Η απόσταση της 

κατακόρυφης 2x  από το )2,3(A  είναι ίση με 1. Άρα η ευθεία αυτή δεν 

ικανοποιεί τις απαιτήσεις του προβλήματος. Οι μη κατακόρυφες που 
διέρχονται από το )3,2(M  έχουν εξίσωση )2(3  xλy , Rλ , η οποία 

γράφεται ισοδύναμα 

 0)23(  λyxλ , Rλ . 

 Από αυτές η ζητούμενη είναι εκείνη που απέχει από το )2,3(A  απόσταση ίση 

με 
5

7
. Άρα, έχουμε: 

         
5

7

1

|1|

5

7

)1(

|2323|
222











λ

λ

λ

λλ
 

    4949255025
25

49

1

)1( 22
2

2





 λλλ

λ

λ
 

    
3

4
ή

4

3
0122512 2  λλλλ . 

 Άρα, οι ζητούμενες ευθείες είναι οι:        0
2

3

4

3
 yx  και 0

3

1

3

4
 yx . 

 

10. Ένα σημείο ),( yxM  είναι σημείο του ζητούμενου συνόλου, αν και μόνο αν 

ισχύει 8)( MAB .  Όμως: 

 
 

|543|
2

1
|

13

21
|

2

1
|),det(|

2

1
)( 




 yx
yx

yx
MBMAMAB  

 Επομένως: 

              16|543|8)(  yxMAB  

    16543  yx    ή   16543  yx  

    01143  yx     ή  02143  yx . 

 Άρα, το ζητούμενο σύνολο αποτελείται από τις ευθείες 01143  yx  και 

02143  yx . 
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ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ  2ου  ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 

 
 
1. Θεωρούμε την κατακόρυφη που διέρχεται από το )0,1(M , δηλαδή την 1x , 

ή οποία τέμνει την 2 xy  στο σημείο )3,1(A  και την xy  στο )1,1(B . 

Έχουμε 213)( AB . Άρα η 1x  είναι μία λύση του προβλήματός μας. 

 Έστω, τώρα, μία μη κατακόρυφη ευθεία που διέρχεται από το σημείο 
)0,1(M . Η ευθεία αυτή θα έχει εξίσωση της μορφής )1(  xλy , Rλ , 

δηλαδή της μορφής λxλy  , Rλ . Η λύση του συστήματος 






2xy

λxλy
 

δίνει τις συντεταγμένες του Α, ενώ η λύση του συστήματος 







xy

λxλy
 δίνει 

τις συντεταγμένες του Β. Για να έχουν λύση τα συστήματα αυτά αρκεί 1λ . 
Λύνοντας τα παραπάνω συστήματα βρίσκουμε ότι οι συντεταγμένες των Α 

και Β είναι αντιστοίχως 










1

3
,

1

2

λ

λ

λ

λ
 και 








 1
,

1 λ

λ

λ

λ
. Έτσι, θα είναι: 

  4)(2)( 2    

   4
1

3

11

2

1

22





























λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ
4

)1(

)2()2(
2

22







λ

λ
 

   01214
)1(

)1(4 22
2

2





 λλλλ

λ

λ
 

 Άρα, η δεύτερη ευθεία που ικανοποιεί τις απαιτήσεις μας έχει εξίσωση 0y . 

 

2. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των δύο ευθειών είναι η λύση του 

συστήματος 







12)1(

2)1(

λyλxλ

λyλxλ
 , του οποίου η ορίζουσα είναι 

 011
1

1 22 



 λλ

λλ

λλ
D  για κάθε Rλ . 

 Άρα, το σύστημα αυτό έχει μοναδική λύση για κάθε Rλ , επομένως οι 
ευθείες πάντα τέμνονται. Για την εύρεση της λύσης του συστήματος έχουμε: 

 11222
12

12 22 



 λλλλλ

λλ

λλ
Dx  

 και 
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      λλλλλ
λλ

λλ
Dy 


 222

121

2 22 . 

 Άρα 

 ),1(
1

,
1

1
,),( λλ

λλ

D

D

D

D
yx

yx 





 









 . 

 Έτσι, για τις συντεταγμένες του κοινού σημείου των ευθειών έχουμε: 

 11,
1

,
1

















xyyxλ
yλ

λx
λ

λy

λx
RR  

 Η ευθεία 1 xy  είναι ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος. 

 

3. Αν ),( 00 yxK  το κοινό σημείο των τριών ευθειών, και 321 ,, MMM  τα 

σημεία με συντεταγμένες ),( 11 βα , ( ), 22 βα  και ),( 33 βα , τότε θα είναι 

)0,0(),( 00 yx  και, επιπλέον, θα ισχύει: 

 












1

1

1

0303

0202

0101

yβxα

yβxα

yβxα

,   οπότε θα έχουμε   













0)()(

0)()(

1

013013

012012

0101

yββxαα

yββxαα

yβxα

. 

 Επομένως, το ζεύγος ( 00 , yx ) είναι μία λύση του συστήματος 

 







0)()(

0)()(

1313

1212

yββxαα

yββxαα
. 

 Επειδή )0,0(),( 00 yx , το σύστημα έχει δύο, τουλάχιστον, λύσεις την )0,0(  

και την ),( 00 yx . Άρα, η ορίζουσά του θα είναι ίση με μηδέν, δηλαδή θα 

ισχύει: 

 
 

3213121
1313

1212 ,,//0 MMMMMMM
ββαα

ββαα





 συνευθειακά. 

 

4. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των δύο ευθειών είναι η λύση του 
συστήματος 

 






















αβyβxα

αβyαxβ

α

y

β

x

β

y

α

x

1

1
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 το οποίο, αν ααβ  , , έχει μοναδική λύση την 










βα

αβ

βα

αβ
yx ,),( . 

 Επομένως, σημείο τομής των δύο ευθειών είναι το 







 βα

αβ

βα

αβ
, , οπότε 

η η ευθεία ΜΑ θα έχει συντελεστή διεύθυνσης 
2

2

2

2

α

β

α

β

α
βα

αβ

β
βα

αβ

λ 











  και 

άρα εξίσωση )(
2

2

αx
α

β
βy  , δηλαδή 0)(22  βααβyαxβ . 

 

5. Αρκεί να βρούμε την απόσταση ενός σημείου της ευθείας 1:1 
B

y

A

x
ε  από 

την ευθεία 1:2 
β

y

α

x
ε . Η 1ε  τέμνει τον άξονα yy   στο σημείο ),0( BM  

του οποίου η απόσταση από την 2ε  είναι 

 
22

22

||

11

1

βα

αβBα

βα

β

B

d









 . 

 Όμως οι ευθείες 21, εε  είναι παράλληλες. Άρα, θα έχουν ίσους συντελεστές 

διεύθυνσης, δηλαδή θα ισχύει 
A

B

α

β 



 ή, ισοδύναμα, BαβA  , οπότε θα 

είναι: 

 
222222

)(|)(|||

βα

αAβ

βα

αAβ

βα

αββA
d














  

 (αφού 0β  και 0αA ). 

 

6. (i) Έχουμε 

   034404 22222  yyxyxyxyx  

       0)3()2( 22  yyx  

       0)32()32(  yyxyyx  
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       0)32(  yx    ή   0)32(  yx  

       xy
32

1


            ή   xy

32

1


  

       xy )32(           ή   xy )32(  . 

 Άρα, η 04 22  yxyx  παριστάνει τις ευθείες xy )32(   και 

xy )32(  . 

 (ii) Θεωρούμε τα διανύσματα )32,1(),32,1( 21  δδ


 που είναι 

παράλληλα στις δύο προηγούμενες ευθείες καθώς και το )1,1(δ


 που είναι 

παράλληλο στην xy . Αν 1φ  είναι η γωνία των 1, δδ


 και 2φ  η γωνία των 

2, δδ


, θα είναι: 

 
2

3

)13(2

)13(3

3242

33

)32(111

321

||||
συν

22222
1

1
1 



















δδ

δδ
φ 



 

 άρα 0
1 30φ . Ομοίως δείχνουμε ότι 

2

3
συν 2 φ , δηλαδή 0

2 30φ  και το 

ζητούμενο έχει αποδειχτεί. 
 
 

7. (i) Για να ορίζει η ευθεία 0 γyβxα  με τους άξονες τρίγωνο, αρκεί να 

είναι α, β, γ 0 . Η ευθεία αυτή τέμνει τους 

άξονες στα σημεία 






 0,
α

γ
A  και 









β

γ
B ,0 . 

Επομένως, το ΑΟΒ είναι ισοσκελές, αν και 
μόνο αν  επιπλέον ισχύει 

    ||||
||

||

||

||
)()( βα

β

γ

α

γ

β

γ

α

γ
OBOA  . 

 Άρα, η ευθεία σχηματίζει με τους άξονες 
ισοσκελές τρίγωνο, αν και μόνο αν 0||||  βα  και 0γ . 

 (ii)   Αν 021  ββ , τότε οι ευθείες συμπίπτουν με τον άξονα yy  , οπότε 

αποκλείεται ο άξονας xx  να διχοτομεί τη γωνία τους. 

 x΄  x
  Ο

  y΄

 y
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  Αν ένας μόνο από τους 21 , ββ  είναι 

μηδέν, τότε πάλι αποκλείεται ο άξονας xx  
να διχοτομεί τη γωνία τους. 

  Αν 0, 21 ββ , τότε οι ευθείες 21 , εε  

έχουν συντελεστή διεύθυνσης 
1

1
1 β

α
λ   

και 
2

2
2 β

α
λ   αντιστοίχως και, επειδή 

διέρχονται από την αρχή των αξόνων, για 
να διχοτομεί ο xx  τη γωνία τους πρέπει και αρκεί να ισχύει: 

 02121
2

2

1

1
12  αββα

β

α

β

α
λλ  

 

8.  (i) Αφού η ευθεία 0 γyβxα  τέμνει και 

τους δύο ημιάξονες (όχι στο Ο) θα είναι 

0,, γβα . Έτσι, για 0y , έχουμε 
α

γ
x  . 

Άρα, το σημείο τομής της ευθείας με τον 

xx  είναι το 






 0,
α

γ
A  και ανήκει στον 

θετικό ημιάξονα Ox , αν και μόνο αν 

0
α

γ
, δηλαδή 0αγ . 

 Ομοίως,  για 0x ,  το σημείο  τομής  της ευθείας  και του άξονα yy   είναι 

το 








β

γ
B ,0  και ανήκει στον αρνητικό ημιάξονα yO  , αν και μόνο αν 

0
β

γ
, δηλαδή 0βγ . 

 (ii)    Αν 0β , τότε η ευθεία έχει 

εξίσωση 
α

γ
x   (κατακόρυφη), οπότε για 

να μην έχει σημεία στο 1ο τεταρτημόριο 

πρέπει και αρκεί 0
α

γ
, δηλαδή  

 0γα ,   με   0α    και   0β  

 x΄

 φ2  φ1

 φ2

 ε2

 ε1

 x  Ο

  y΄

 y

 

 



 

a

 x

  Ο

 y

 

 x  Ο

 y

a

γ
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    Αν 0α , τότε η ευθεία έχει εξίσωση 

β

γ
y   (οριζόντια), οπότε για να μην έχει 

σημεία στο 1ο τεταρτημόριο πρέπει και 

αρκεί 0
α

γ
, δηλαδή 

  0βγ ,   με   0β    και   0α . 

 
 
   Αν 0, βα  τότε η ευθεία τέμνει τους 

άξονες xx  και yy   στα σημεία 






 0,
α

γ
A  

και 








β

γ
B ,0  αντιστοίχως, οπότε για να 

μην έχει σημεία στο 1ο τεταρτημόριο, 

πρέπει και αρκεί 0
α

γ
 και 0

β

γ
, 

δηλαδή 

  0αγ  και 0βγ  με 0, βα . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 x

  Ο

  y

 

 

a

 



 x

  Ο

  y
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ   3 

 
 

3.1   Ο  ΚΥΚΛΟΣ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
 

1. (i) Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με 2)3(1 22 ρ  και επομένως η 

εξίσωσή  του είναι: 222 2 yx  

 (ii) Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με )(2)()( 2222 βαβαβαρ   

και επομένως η εξίσωσή του είναι: )(2 2222 βαyx  . 

 (iii) Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με την απόσταση του κέντρου )0,0(O  του 

κύκλου από την ευθεία 02 yx . Επομένως 2
11

|2|
22





ρ  και άρα η 

εξίσωσή του είναι: 222  yx . 

 (iv) Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με την απόσταση του κέντρου )0,0(O  του 

κύκλου από την ευθεία 0)( 22  βαyβxα . Επομένως, 





22

22 ||

βα

βα
ρ  

22 βα   και άρα η εξίσωση του κύκλου είναι: 2222 βαyx  . 

 

2. (i) Αν ),( 11 yxA  είναι το σημείο επαφής, τότε η εφαπτομένη του κύκλου στο 

σημείο Α θα έχει εξίσωση 511  yyxx  και επειδή είναι παράλληλη στην 

ευθεία 32  xy  θα ισχύει 2
1

1 
y

x
. Άρα 11 2yx  . Επειδή το σημείο 

),( 11 yxA  είναι σημείο του κύκλου θα ισχύει 52
1

2
1  yx . Επομένως, το 

σημείο ),( 11 yxA  προσδιορίζεται από τη λύση του συστήματος 
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5

2
2
1

2
1

11

yx

yx
  

)2(

)1(
 

 Η (2) λόγω της (1) γίνεται 

 15)2( 1
2
1

2
1  yyy    ή   11 y , 

 οπότε υπάρχουν δύο σημεία επαφής, τα Α )1,2(  

και Β )1,2(   και οι αντίστοιχες εφαπτόμενες 

είναι οι 

52  yx    και   52  yx . 

 (ii) Αν ),( 11 yxA  είναι το σημείο επαφής, τότε η 

εφαπτομένη του κύκλου στο Α θα έχει εξίσωση 
511  yyxx  και, επειδή είναι κάθετη στην 

ευθεία xy
2

1
 , θα είναι 2

1

1 
y

x
. Άρα 

11 2yx  . Επειδή το σημείο ),( 11 yxA  είναι σημείο του κύκλου, θα ισχύει 

52
1

2
1  yx . Επομένως το σημείο Α προσδιορίζεται από τη λύση του 

συστήματος 

     










5

2
2
1

2
1

11

yx

yx
          

)2(

)1(
 

 Η (2) λόγω της (1) γίνεται 

 154 1
2
1

2
1  yyx    ή   11 y , 

 οπότε υπάρχουν δύο σημεία επαφής, τα Α )1,2(  και Β )1,2(   και οι 

αντίστοιχες εφαπτόμενες είναι οι 

52  yx    και   52  yx . 

 (iii) Αν ),( 111 yxM  είναι το σημείο επαφής, τότε η εφαπτομένη του κύκλου 

θα έχει εξίσωση 511  yyxx  και επειδή διέρχεται από το σημείο )0,5(A  θα 

είναι 505 11  yx . Επομένως 11 x . Επειδή το σημείο ),( 111 yxM  είναι 

σημείο του κύκλου θα ισχύει 52
1

2
1  yx . Επομένως το σημείο 1M  

προσδιορίζεται από την λύση του συστήματος 

     










5

1
2
1

2
1

1

yx

x
          

)2(

)1(
 

 y

 Ο

 ε2

 ε1

 x

 ε
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 Η (2) λόγω της (1) γίνεται 

 251 1
2
1  yy    ή   21 y , 

 οπότε υπάρχουν δύο σημεία επαφής, τα )2,1(1M  και )2,1(2 M  και οι 

αντίστοιχες εφαπτόμενες είναι οι 

52  yx    και   52  yx . 

 

3. Οι εφαπτόμενες του κύκλου 

222  yx  στα σημεία ,, BA  και Δ 

είναι αντιστοίχως: 

          2:1  yxε ,     2:2  yxε  

          2:3  yxε    2:4  yxε . 

 Τα σημεία τομής των εφαπτομένων 
είναι )2,0(E , )0,2(Z , )2,0( H  και 

)0,2( . Επειδή οι διαγώνιες ΕΗ και 

ΖΘ είναι ίσες και διχοτομούνται κάθετα 
το τετράπλευρο ΕΖΗΘ είναι 
τετράγωνο. 

 

4. Για να έχει η χορδή μέσον το Μ, πρέπει να 
είναι κάθετη στην ΟΜ στο Μ. Ο 
συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΟΜ 

είναι 1
1

1



λ  και επομένως ο 

συντελεστής διεύθυνσης της χορδής θα 
είναι ίσος με 1. Άρα, η εξίσωση της 
χορδής είναι 

)1(11  xy    ή, ισοδύναμα,   2 xy . 

 
 

5. (i) Η ακτίνα του κύκλου είναι 21)3( 22 ρ  και επομένως η εξίσωση 

του είναι 222 2)1(  yx . 

 (ii) Το κέντρο Κ του κύκλου είναι το μέσον του ΑΒ και επομένως έχει 

τετμημένη 3
2

71



 και τεταγμένη 5

2

82



, δηλαδή το κέντρο του κύκλου 

είναι το σημείο )5,3(K . Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με 

 y

 Ο Ζ

 Ε

 Θ

 Η

 Δ(1,-1)

 Α(1,1) Β(-1,1)

 Γ(-1,-1)

 x

 

 y

 Ο

 ε

 Μ

 x
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5100
2

1
)28()17(

2

1

2

1 22  ABρ . Άρα, η εξίσωση του κύκλου 

είναι 222 5)5()3(  yx . 

 (iii) Το κέντρο ),( 00 yxK  του κύκλου ισαπέχει από τα Α και Β και μάλιστα 

ισχύει 5KBKA . Επομένως 

       25)0()1( 2
0

2
0  yx               (1) 

 και 

       25)0()7( 2
0

2
0  yx              (2) 

 οπότε 

 4)7()1( 0
2
0

2
0

2
0

2
0  xyxyx . 

 Αντικαθιστούμε την τιμή αυτή του 0x  στην (1) και έχουμε  

 4253 0
2
0

2  yy  ή 40 y . 

 Επομένως )4,4(),( 00 yx  ή )4,4(),( 00 yx . Άρα, υπάρχουν δύο κύκλοι 

και έχουν εξισώσεις 

 222 5)4()4(  yx  και 222 5)4()4(  yx . 

 (iv) Αν ),( 00 yxK  το κέντρο του κύκλου, τότε ισχύουν: 

00 xy     και    2
0

2
0

2
0

2
0 )0()8()0()4(  yxyx . 

 Έτσι έχουμε το σύστημα: 



















6

6

)8()4( 0

0
2

0
2

0

00

y

x

xx

yx
. 

 Επομένως, ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο )6,6(K  και ακτίνα 

10262)06()46( 2222 KAρ . 

 Άρα, η εξίσωση του κύκλου είναι : 40)6()6( 22  yx . 
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 (v) Το κέντρο Κ του κύκλου θα έχει τετμημένη 6
2

48



 και τεταγμένη 

2

2μ
, δηλαδή ο κύκλος θα έχει για κέντρο το σημείο 







 
2

2
,6
μ

K . Είναι 

όμως 

        
2

2
2

2 2
2

2
)06(

2

2
)46( 







 









 


μμ
KKA   

    )2(24
2

2
36

2

2
4

22








 








 
 μ

μμ
 

    16 μ . 

 Επομένως, ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο )9,6( K  και ακτίνα 

85814)9()46( 22 KAρ . Άρα, η εξίσωσή του κύκλου είναι 

85)9()6( 22  yx . 

 (vi) Το κέντρο ),( 00 yxK  του κύκλου είναι το σημείο τομής της 

μεσοκαθέτου του τμήματος ΑΒ και της καθέτου στον άξονα xx  στο σημείο 
Α. 

 Το μέσον του ΑΒ είναι το σημείο Μ με συντεταγμένες )1,2(
2

20
,

2

13






 

 και 

ο συντελεστής διεύθυνσης της ΑΒ είναι ο 1
2

2

31

02








. Επομένως, η 

μεσοκάθετος του ΑΒ έχει εξίσωση )2(11  xy  , δηλαδή , 1 xy . 

 Η κάθετος στον xx  στο Α έχει εξίσωση 3x . Επομένως, το κέντρο Κ 
προσδιορίζεται από τη λύση του συστήματος 








3

1

x

xy
,  η οποία είναι  )2,3(),( yx . 

 Επομένως, ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο )2,3(K  και ακτίνα 

22)33( 22 KAρ . Άρα η εξίσωση του είναι 

222 2)2()3(  yx . 
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 (vii) Το κέντρο ),( 00 yxK  του κύκλου θα είναι η τομή της μεσοκαθέτου του 

τμήματος ΟΑ και της καθέτου στην ε στο σημείο της )3,0(A . 

 Η μεσοκάθετος του ΟΑ έχει εξίσωση 
2

3
y  και η κάθετος στην ε στο Α έχει 

εξίσωση )0(
3

4
3  xy  ή, ισοδύναμα, 3

3

4
 xy . Επομένως, το κέντρο Κ 

προσδιορίζεται από τη λύση του συστήματος 














3
3

4
2

3

xy

y
,   η οποία είναι η   








2

3
,

8

9
),( yx . 

 Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με 
8

15

2

3

8

9
22














OKρ . Άρα, η 

εξίσωση του κύκλου είναι 

 
222

8

15

2

3

8

9













 






  yx . 

 

6. (i) Έχουμε διαδοχικά: 

     036422  yxyx  

       222222 323)332()222(  yyxx  

        222 4)3()2(  yx . 

 Άρα, ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο )3,2(K  και ακτίνα 4ρ . 

 (ii) Έχουμε διαδοχικά: 

             020121022  yxyx  

       222222 6520)662()552(  yyxx  

         222 9)6()5(  yx  

 Άρα, ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο )6,5( K  και ακτίνα 9ρ . 

 (iii) Έχουμε διαδοχικά: 

               019633 22  yxyx  

                 0
3

1
3222  yxyx  
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3

1

2

3
1

2

3

2

3
2)112(

2
2

2
222 



























 yyxx  

       

22
2

12

35

2

3
)1( 

















  yx . 

 Άρα, ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο 







2

3
,1K  και ακτίνα 

12

35
ρ . 

 (iv) Έχουμε διαδοχικά: 

         0164104 2222  βαyβxαyx  

      222222 16)5(])5(52[])2(22[ βββyβyαxαx   

                 222 )3()5()2( ββyαx   . 

 Άρα, ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο )5,2( βαK   και ακτίνα ||3 βρ . 

 

7. (i) Έχουμε διαδοχικά: 

     044222  yxyx  

         22222 1)222()112(  xyxx  

          222 1)2()1(  yx . 

 Επομένως, ο κύκλος έχει κέντρο )2,1( K  και ακτίνα 1ρ . Η εφαπτομένη 

του κύκλου στο σημείο του )1,1( A  είναι η ευθεία η κάθετη στην ΚΑ στο Α. 

Όμως η ΚΑ είναι κατακόρυφη ευθεία. Άρα, η κάθετη στην ΚΑ στο Α είναι η 
ευθεία 1y , που είναι και η εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο του 

)1,1( A . 

 (ii) Έχουμε διαδοχικά: 

              0322 2222  βαyβxαyx  

           222222 3)2()2( βββyβyαxαx   

                     222 )2()()( ββyαx  . 

 Επομένως, ο κύκλος έχει κέντρο ),( βαK  και ακτίνα ||2 βρ . Η εφαπτομένη 

του κύκλου στο σημείο του ),( βαA   είναι η κάθετη στην ΚΑ στο Α. Όμως η 

ΚΑ είναι κατακόρυφη ευθεία, άρα η κάθετη στην ΚΑ στο Α είναι η ευθεία 
βy  . 
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8. Ο κύκλος 1C  έχει κέντρο )0,0(1K  και 

ακτίνα 11 ρ , ενώ το κύκλος 2C έχει 

κέντρο )0,1(2K  και ακτίνα 22 ρ . Επειδή 

11221  ρρKK , ο κύκλος 1C  εφάπτεται 

εσωτερικά του κύκλου 2C  στο σημείο 

)0,1(A . 

B΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Η εξίσωση 0))(())((  δyγyβxαx  επαληθεύεται από τις 

συντεταγμένες των σημείων ,, BA  και Δ. Επίσης η εξίσωση γράφεται 

0)()()(22  γδαβyδγxβαyx , δηλαδή είναι της μορφής 

022  ByAxyx . Άρα, είναι η εξίσωση του περιγεγραμμένου κύκλου 

στο τετράπλευρο ΑΒΓΔ. 

 Επίσης 

 
 

0)(00)(),0)(0,(  γδαβγδαβBAB   

 Επομένως 090

AB , που σημαίνει ότι η ΑΓ είναι διάμετρος του κύκλου. 

Ομοίως βρίσκουμε ότι και η ΒΔ είναι διάμετρος του κύκλου. 

 

2. Ο κύκλος γράφεται 222 4)4()2(  yx , επομένως έχει κέντρο το σημείο 

)4,2(K  και ακτίνα 4ρ . Η απόσταση του κέντρου Κ από την ευθεία 

04συν2ημ4ημσυν  φφyφxφ  είναι ίση με 

ρ
φφ

φφφφ
d 




 4|4|

συνημ

|4συν2ημ4ημ4συν2|

22
. 

 Άρα, η ευθεία εφάπτεται στον κύκλο. 

 

3. Έστω ),( 111 yx  και ),( 222 yxM τα σημεία επαφής. Η εφαπτομένη του 

κύκλου στο 1M  έχει εξίσωση 2
11 ρyyxx  . Επειδή η εφαπτομένη αυτή 

διέρχεται από το ),( 000 yxM , οι συντεταγμένες του 0M  επαληθεύουν την 
2

11 ρyyxx   Επομένως 2
0101 ρyyxx  , που σημαίνει ότι η εξίσωση 

 y

 Ο
 Α  Κ1  Κ2  x
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2
00 ρyyxx   επαληθεύεται από τις συντεταγμένες του σημείου 1M . 

Ομοίως διαπιστώνουμε ότι επαληθεύεται και από τις συντεταγμένες του 2M . 

Όμως η εξίσωση 2
00 ρyyxx   είναι εξίσωση 1ου βαθμού και επειδή 

επαληθεύεται από τις συντεταγμένες των 1M  και 2M , είναι η εξίσωση της 

ευθείας 21MM . 

 

4. Ο κύκλος C έχει εξίσωση 222 )3( αyx  . Έστω ),( yxM ένα σημείο του 

κύκλου και ),( vuG  το κέντρο βάρους του τριγώνου ΟΑΜ. Για τις 

συντεταγμένες του G έχουμε 
3

3

3

30 xαxα
u





  και 

33

00 yy
v 


  και 

επομένως αux 33   και vy 3 . Όμως το ),( yxM  ανήκει στον κύκλο. 

Επομένως 222 9αyx   και με αντικατάσταση των x και y έχουμε: 

    222 9)3()33( αvαu   

        222 99)(9 αvαu   

            222)( αvαu  , 

 που σημαίνει ότι το G ανήκει στον κύκλο με κέντρο )0,(αK  και ακτίνα 

||αρ , δηλαδή στον κύκλο 222)( αyαx  . 

 

5. Ένα σημείο ),( yxM  είναι σημείο του 

τόπου, αν και μόνο αν οι εφαπτόμενες ΜΑ  

και ΜΒ προς τον κύκλο 222 ρyx   

είναι κάθετες. Αυτό συμβαίνει, αν και 
μόνο αν το τετράπλευρο ΟΑΜΒ είναι 
τετράγωνο ή, ισοδύναμα, 

      222 ρρOM   

              2222 ρρyx   

              222 )2((ρyx  , 

 που σημαίνει ότι ο γεωμετρικός τόπος του Μ είναι ο κύκλος 
222 )2(ρyx  . 

 

6. Το σημείο ),( yxM  είναι σημείο του τόπου, αν και μόνο αν 2
MB

MA
 ή, 

ισοδύναμα, 

 y

 Ο
 B

 A
 Μ(u,v)

 ρ

 ρ

 x
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                 MBMA 2  

               22 4MBMA   

    ])3[(4)3( 2222 yxyx   

   2222 43624496 yxxyxx   

             273033 22  xyx  

    91022  xyx  

     2222 59)552(  yxx  

     222 4)5(  yx . 

 Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι ο κύκλος με κέντρο το σημείο 
)0,5(K  και ακτίνα 4ρ . 

 
7. Έστω ε η ευθεία με εξίσωση 1x . Το σημείο ),( yxM  είναι σημείο το τόπου, 

αν και μόνο αν ),(4),( εMdOMd  . Όμως 

  |1|4),(4),( 22  xyxεMdOMd  

            













1  αν  ),1(4

ή             
1  αν  ),1(4

22

22

xxyx

xxyx
         

)2(

)1(

 

 Αλλά 

     (1)










1

44 22

x

yxx











1

0)2( 22

x

yx
          








0

2

y

x
 

     (2)










1

44 22

x

yxx
  










1

)22()2( 222

x

yx  8)2( 22  yx . 

 

 

 

 Επομένως, ο γεωμετρικός τόπος 
αποτελείται από το σημείο )0,2(A  και 

τον κύκλο 8)2( 22  yx . 

 
 
 

 y

 Ο
 K(-2,0)  A(2,0)

 x=1

 x
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8. Ένα σημείο ),( yxM  είναι σημείο του τόπου, αν και μόνο αν ισχύει 

107222  MMBMA , ή ισοδύναμα: 

107)1()5()4()2()5()3( 222222  yxyxyx  

         2733 22  yx  

            222 3 yx  

 Άρα, ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ είναι ο κύκλος με κέντρο το 
σημείο )0,0(O  και ακτίνα 3ρ . Το κέντρο του κύκλου αυτού είναι το 

κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ, αφού 0
3

523



 και 0

3

145



. 

 

9. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών προκύπτουν από τη λύση 
του συστήματος 







βyθxθ

αyθxθ

συνημ

ημσυν
. 

 Έχουμε     1ημσυν
συν-ημ

ημσυν 22  θθ
θθ

θθ
D  

    θβθα
θβ

θα
Dx ημσυν

συν-

ημ
  

    θαθβ
βθ

αθ
Dy ημσυν

ημ

συν
 . 

 Επομένως θβθα
D

D
x x ημσυν   

   θβθα
D

D
y

y
συνημ  , 

οπότε έχουμε 

  2222 )συνημ()ημσυν( θβθαθβθαyx   

  θθαβθβθαθθαβθβθα συνημ2συνημσυνημ2ημσυν 22222222   

  )συνημ()συνημ( 222222 θθβθθα   
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  22 βα  . 

 Άρα, το σημείο τομής των ευθειών ανήκει στον κύκλο 
22222 )( βαyx  , που έχει κέντρο το )0,0(O  και ακτίνα 22 βαρ  . 

 

10. Ένα σημείο ),( yxM  είναι σημείο του τόπου, αν και μόνο αν είναι μέσο 

χορδής που διέρχεται από το )4,2(A .Αυτό συμβαίνει, αν και μόνο 

090


OMA , δηλαδή, αν και μόνο αν το 
σημείο Μ ανήκει στον κύκλο με 
διάμετρο ΟΑ. 

 Το κέντρο του κύκλου αυτού είναι το 

σημείο 





 

2

40
,

2

20
K , δηλαδή το 

)2,1(K , και η ακτίνα του είναι ίση με 

541)24()12( 22 ρ . 

 
 
 
 

3.2   Η  ΠΑΡΑΒΟΛΗ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i) Είναι 1
2


p

, επομένως 2p και η εξίσωση της παραβολής είναι 

xy 42  . 

 (ii) Έχουμε 
2

1

2


p
, επομένως 1p  και η εξίσωση της παραβολής είναι η 

xy 22  . 

 (iii) Η εξίσωση της παραβολής είναι pxy 22  . Επειδή διέρχεται από το 

σημείο )2,1(A , θα ισχύει 1222  p  οπότε 2p  Επομένως, η εξίσωση της 

παραβολής είναι η xy 42  . 

 

 y

 Ο

 M(x,y)  K(1,2)

 A(2,4)

 Γ

 B

 x
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2. (i)   Είναι xy  422 . Άρα, η εστία είναι το σημείο )0,2(E  και η 

διευθετούσα  
       η ευθεία 2: xδ  

(ii)  Είναι xy )4(22  . Άρα, η εστία είναι το σημείο )0,2(E  και η 

διευθετούσα η ευθεία 2: xδ  

(iii)  Είναι yyx 2242  . Άρα, η εστία είναι το σημείο )1,0(E  και η 

διευθετούσα η ευθεία 1: yδ  

(iv)  Είναι yyx )2(242  . Άρα, η εστία είναι το σημείο )1,0( E  και η 

διευθετούσα η ευθεία 1: yδ  

(v)  Είναι xαy  222 . Άρα, η εστία είναι το σημείο )0,(αE  και η 

διευθετούσα η ευθεία αxδ :  

(vi)  Είναι yαx  222 . Άρα, η εστία είναι το σημείο ),0( αE  και η 

διευθετούσα η ευθεία αyδ :  

 

3. Η απόσταση της κορυφής από την εστία είναι ίση με 
2

p
 και η απόσταση 

ενός σημείου ),( yxM  της παραβολής από την εστία της είναι ίση με 
2

p
x . 

Αρκεί να δείξουμε ότι 
22

pp
x  . Έχουμε  

0
2

0
444222

2
22

22
2

22








 
y

xpxx
pp

pxx
pp

x
pp

x ,  

 που ισχύει. 

 

4. Έστω ),( 11 yxA  και ),( 22 yxB  δύο σημεία της παραβολής με την ίδια 

τεταγμένη. Έχουμε 2
11 4

1
xy   και 2

22 4

1
xy   και 21 yy  . Επομένως 

2
2

2
1 4

1

4

1
xx  , οπότε 12 xx  . Έτσι, τα σημεία είναι τα ),( 11 yxA  και 

),( 11 yxB   και επομένως έχουμε: 
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00),)(,(090 2

1
2
11111

0 


yxyxyxOBOAAOB  

        40)4(04 111
2
11  yyyyy  

 Από τη σχέση 2
11 4

1
xy  , για 41 y , έχουμε 4

4

1
4 1

2
1  xx  ή 41 x . 

 Άρα, τα ζητούμενα σημεία είναι τα )4,4(A  και )4,4(B . 

5. Η εξίσωση της παραβολής γράφεται yx  222  και επομένως η εξίσωση της 

εφαπτομένης ε στο σημείο της ),( 111 yxM  είναι  

 )(2 11 yyxx  ,   οπότε 1
1

2
yx

x
y  . 

 (i) Επειδή η ε είναι παράλληλη στην ευθεία 1 xy , έχουμε 1
2
1 

x
, οπότε 

21 x . Όμως 1
2
1 4yx  . Επομένως 11 y  και η εξίσωση της εφαπτομένης 

είναι 1 xy . 

 (ii) Επειδή η ε είναι κάθετη στην ευθεία xy 2 , έχουμε 1)2(
2
1 

x
, οπότε 

11 x . Όμως 1
2
1 4yx  . Επομένως 

4

1
1 y  και η εξίσωση της εφαπτομένης 

είναι 
4

1

2

1
 xy . 

 (iii) Επειδή η εφαπτομένη διέρχεται από το σημείο )1,0( A , έχουμε 

11 y , οπότε 11 y . Όμως 1
2
1 4yx  . Επομένως 42

1 x , οπότε 21 x  ή 

21 x . Άρα υπάρχουν δύο σημεία επαφής, τα )1,2(1M  και )1,2(2 M , και 

οι αντίστοιχες εφαπτόμενες έχουν εξισώσεις 1 xy  και 1 xy  

αντιστοίχως. 

 

6. Η εξίσωση της παραβολής γράφεται yx  222  και επομένως οι εφαπτόμενες 

στα σημεία της )4,4(A  και 







4

1
,1B  έχουν εξισώσεις )4(24  yx  και 







 

4

1
2 yx  αντιστοίχως. Οι εξισώσεις αυτές γράφονται 42  xy  και 
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4

1

2

1
 xy  αντιστοίχως και, επειδή 1

2

1
2 






 , οι εφαπτόμενες είναι 

κάθετες. 
 
 
B΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
 
1. Τα κοινά σημεία του κύκλου και της παραβολής βρίσκονται από τη λύση του 

συστήματος των εξισώσεών τους. Έχουμε λοιπόν: 








































2

1

4

1

4

84)3(

4

8)3(
22

2

2

22

y

x

xy

x

xy

xx

xy

yx
   ή   








2

1

y

x
. 

 Επομένως, υπάρχουν δύο κοινά σημεία, το )2,1(A  και το )2,1( B . 

    Η εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής στο Α είναι )1(22  xy  ή, 

ισοδύναμα, 

 01 yx . 

 Η ευθεία αυτή εφάπτεται και του κύκλου, αφού η απόσταση του κέντρου 

Κ(3,0) του κύκλου από αυτή είναι ίση με την ακτίνα του 8ρ . Πράγματι 

8
2

4

11

|103|
22





d  

    Επειδή ο άξονας xx  είναι άξονας συμμετρίας και του κύκλου και της 
παραβολής και το Β(1,-2) είναι συμμετρικό του Α(1,2) ως προς τον xx , ο 
κύκλος και η παραβολή έχουν κοινή εφαπτομένη και στο Β. Η εξίσωση της 
εφαπτομένης αυτής είναι η 01 yx . 
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2. Η εξίσωση της παραβολής είναι xy  622  και 

επομένως η εξίσωση της εφαπτομένης στο 

σημείο της )32,1(A  είναι )1(632  xy  ή, 

ισοδύναμα, 33  xy . Η εφαπτομένη αυτή 

τέμνει τον άξονα xx  στο σημείο Β(-1,0). Η 

εστία της παραβολής xy  622  είναι το σημείο 

Ε(3,0). Επομένως, έχουμε: 

       2)(AE 22 )32(2   16, 

        2)(AB 22 )32(2  16 , 

  και       2)(BE 22 04          16 , 

 Άρα, 4)()()(  BEABAE , οπότε το τρίγωνο ΕΑΒ είναι ισόπλευρο. 

 

3. Η εξίσωση της παραβολής είναι xy  222  και επομένως εστία της είναι το 

σημείο Ε(1,0) και διευθετούσα της η ευθεία 1x . 

 Η εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο της )32,3(A  έχει εξίσωση   

 x

 A

y

 B
 O  E
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 )3(232  xy   ή, ισοδύναμα,  

3
3

3
 xy . 

 Η εφαπτομένη τέμνει την 
διευθετούσα στο σημείο 













3

32
,1B . Το κέντρο του 

κύκλου με διάμετρο ΑΒ είναι 

το σημείο 










3

34
,1K , ενώ η 

ακτίνα του είναι  

 

 
3

34

3

4

3

4
4

3

32
2

2

2 









ρ . 

 Επειδή 2p , η εστία της παραβολής είναι το σημείο Ε(1,0). Επομένως 

xxKEρKE  και
3

34
 

 Άρα ο κύκλος αυτός εφάπτεται στον άξονα xx  στο σημείο Ε. 
 
 

4. Η απόσταση ΜΕ είναι ίση με την 
απόσταση ΜΑ του Μ από την 

διευθετούσα, δηλαδή 
21
p

xME  . 

Άρα η ακτίνα του κύκλου είναι ίση 

με 
22

1
1

p
xρ  . Το μέσον Κ της 

ΜΕ έχει συντεταγμένες 











2
,

42
11 ypx

 και η απόσταση του 

από τον άξονα yy   είναι ίση με 

ρ
p

x
px

KH 
22

1

42 1
1 , που 

σημαίνει ότι ο κύκλος με διάμετρο ΜΕ εφάπτεται στον άξονα yy  . 

K ( , )1
4 3

3

B( , )1
2 3

3

 A( , )3 2 3

 O

 x=-1

 δ y

 x E(1,0)

 

 
E

p
( , )

2
0

 
K

x p y
( , )1 1

2 4 2


 M(x1,y1)

 O

 δ

y

 H

 A

 x
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5. Η εξίσωση της ευθείας ΑΟ είναι 

x
x

y
y

1

1  και τέμνει τη 

διευθετούσα στο σημείο 











2
,

2 1

1 p

x

yp
B . Η εφαπτομένη 

της παραβολής στο Α έχει εξίσωση 
)( 11 xxpyy   και επομένως, έχει 

συντελεστή διεύθυνσης 
1y

p
λ . Ο 

συντελεστής διεύθυνσης της ΒΕ 
είναι 

λ
y

p

y

py

p

y

y

x

y

p

p

x

y

λBE 





1
2
1

1
2
1

1

1

11

1

2
2

2

2
 

 Άρα εBE // . 
 

6. Η εφαπτομένη της παραβολής στο 
σημείο της ),( 11 yxA  έχει 

εξίσωση )( 11 xxpyy   

και,επειδή OA , τέμνει τον 
άξονα yy   στο σημείο 










1

1,0
y

px
K  και τη διευθετούσα δ 

στο σημείο 











1

2

1

1

2
,

2 y

p

y

pxp
B . 

(i)  Για να είναι 090


AEB , 

αρκεί 
 

0EBEA .  

 Έχουμε             
 

0
2

,,
2

0
1

2

1

1
11 


















 
y

p

y

px
py

p
xEBEA  

 ε

B
p y

x

p
( , ) 

2 2
1

1

x
p

  2


p
2 E

p
( , )
2

0  x

 A(x1,y1)

 y

 O

 

 A

 K

 O  x

 y
 δ

 B

 E
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     0
22

2

1

2

1 
p

px
p

px ,         που ισχύει. 

 (ii) Έχουμε             
 

0,,
2

0
1

1
11

1

1 


















y

px
yx

y

pxp
KAEK  

      0
2 2

1

2
1

2

1
1 

y

xp
px

px
 

      0
22 1

2
1

2
1 

px

xppx
 

      0
22

11 
pxpx

,             που ισχύει. 

 Άρα ABEK . 

 (iii) Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΕΒΑ, επειδή ABEK , έχουμε 

)()()( 2 KAKBEK  . 

 

7. Η εφαπτομένη της παραβολής 

pxy 22   στο σημείο ),( 11 yxA  

έχει εξίσωση )( 11 xxpyy   και 

τέμνει τον άξονα xx  στο σημείο 
)0,( 1xB  , ενώ η παράλληλη από 

το Α προς τον xx  τέμνει τη 
διευθετούσα δ στο σημείο 








 1,
2

y
p

 . Επομένως, το μέσον 

του ΓΕ έχει συντεταγμένες 









2

,0 1y
 και το μέσον της ΑΒ έχει 

συντεταγμένες επίσης 







2

,0 1y
. Άρα, τα τμήματα ΑΒ και ΓΕ διχοτομούνται. 

 Επίσης 

 
 

0222),2)(,( 11
2
11111  pxpxypxyxypABE , 

 
Γ

p
y( , )

2 1

 
E

p
( , )

2
0

 A(x1,y1)

 O  x

y

 δ

 Κ

 B(-x1,0)
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 που σημαίνει ότι 
 

ABE . Αφού, λοιπόν, τα τμήματα ΑΒ και ΓΕ 

διχοτομούνται καθέτως, το ΑΕΒΓ είναι ρόμβος και το κέντρο του 







2

,0 1y
K  

βρίσκεται στον άξονα yy  . 

8. (i) Τα σημεία τομής των 1C  και 

2C  προσδιορίζονται από τη λύση 

του συστήματος  

       










pyx

pxy

2

2
2

2

         
)2(

)1(
 

 Από την (2) έχουμε 
p

x
y

2

2

 . 

Αντικαθιστούμε στην (1) και 
έχουμε  

 00)8(082
4

3334
2

4

 xpxxxpxpx
p

x
   ή   px 2 , 

 οπότε οι αντίστοιχες τιμές του y είναι 0y , py 2 . Άρα, οι παράλληλες 

τέμνονται στα σημεία Ο(0,0) και Α(2p,2p). 

 (ii) Η εφαπτομένη 1ε  της 1C  στο Α(2p,2p) έχει εξίσωση 

    pxypxppy 
2

1
)2(2              (1) 

 και τέμνει την 2C  στο σημείο 







2

,
p

pB . 

 Η εφαπτομένη 2ε  της 2C  στο Α(2p,2p) έχει εξίσωση 

    pxypyppx 22)2(2               (2) 

 και τέμνει την 1C  στο σημείο 






  p
p

,
2

 . 

 Επομένως, η εφαπτομένη της 1C  στο 






 p
p

,
2

  έχει εξίσωση 

 
22

)(
p

xy
p

xppy 






  , 

 
B p

p
( , )

2

 
Γ

p
p( , )

2


 O  x

C2

 C1
 ε2

 ε1 y

 A(2p,2p)
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 ενώ η εφαπτομένη της 2C  στο 







2

,
p

pB  έχει εξίσωση  

 
22

)(
p

xy
p

yppx 





  . 

 Παρατηρούμε, δηλαδή, ότι η εφαπτομένη της 2C  στο Β και η εφαπτομένη 

της 1C  στο Γ συμπίπτουν. Άρα η ΑΒ είναι κοινή εφαπτομένη των 1C , 2C . 

 
 

3.3   Η  ΕΛΛΕΙΨΗ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 

1. (i) Είναι 82  γ  και 102 α , οπότε 4γ  και 5α . Άρα 945 222 β  

και επειδή οι εστίες βρίσκονται στον άξονα xx , η έλλειψη θα έχει εξίσωση: 

1
925

22


yx

. 

 (ii) Είναι 102  EEγ  και 262 α , οπότε 5γ  και 13α . Άρα 
222 513 β  144  και επειδή οι εστίες βρίσκονται στον άξονα yy  , η 

έλλειψη έχει εξίσωση 

1
169144

22


yx

. 

 (iii) Είναι 12γ , και 
13

12


α

γ
ε , οπότε 13α . Άρα 222 1213 β 25 , 

οπότε η έλλειψη θα έχει εξίσωση: 

1
25169

22


yx

. 

 (iv) Είναι 4γ , οπότε 162222  αγαβ , με 162 α . Άρα η εξίσωση της 

έλλειψης θα έχει τη μορφή: 
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1
162

2

2

2





α

y

α

x
. 

 Αφού, τώρα, το 







5

9
,4M  είναι σημείο της έλλειψης, οι συντεταγμένες του θα 

επαληθεύουν την εξίσωσή της. Θα έχουμε δηλαδή: 

   1
16

5

9

4
2

2

2

2













αα

1
)16(25

8116
22





αα

 

               )16(2581)16(400 2222  αααα  

               0640088125 24  αα  

               
ται)(απορρίπτε    1624,10

25

50

3698812





α  

 Άρα, η έλλειψη έχει εξίσωση  1
925

22


yx

. 

 (v) Αφού οι εστίες είναι πάνω στον yy   η εξίσωση της έλλειψης θα είναι: 

)(1 22
2

2

2

2

βα
α

y

β

x
 . 

 Τώρα, αφού τα )1,1(1M  και 







2

1
,22M  είναι τα σημεία της έλλειψης, οι 

συντεταγμένες τους θα επαληθεύουν την εξίσωσή της. Άρα, θα έχουμε: 


















14

1
4

1
11

22

22

αβ

αβ
 

 Θέτουμε κ
β


2

1
 και λ

α


2

1
 και έχουμε 











1
4

1
4

1

λκ

λκ












1
4

)1(4

1

λ
λ

λκ









41616

1

λλ

λκ
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1215

1

λ

λκ
         















5

4
5

4
1

λ

κ
         















5

4
5

1

λ

κ
. 

 Άρα, 
4

52 α  και 52 β , οπότε η εξίσωση της έλλειψης θα είναι: 

1
5

4

5

1 22  yx . 

 

2. (i) Η εξίσωση 44 22  yx  γράφεται ισοδύναμα 

1
12 2

2

2

2


yx

, 

 οπότε είναι 2α  και 1β . Έτσι έχουμε 312 222 γ , οπότε 3γ  και 

άρα 
2

3


α

γ
ε . Τέλος, οι εστίες είναι τα σημεία )0,3(E  και )0,3(E . 

 (ii) Η εξίσωση 24336144169 22  yx  γράφεται ισοδύναμα 

1
169144

22


yx

 

 ή 

1
1312 2

2

2

2


yx

, 

 απ’ όπου προκύπτει ότι 13α , 12β , 525144169 γ  και 

13

5


α

γ
ε . Οι εστίες βρίσκονται πάνω στον άξονα yy   και είναι τα σημεία 

)5,0( E  και )5,0(E . 

 

3. Έστω ΑΒΓΔ το ζητούμενο τετράγωνο. Αν ),( 11 yx  είναι οι συντεταγμένες του 

σημείου Α, τότε οι συντεταγμένες των σημείων Β, Γ και Δ θα είναι ),( 11 yx , 

),( 11 yx   και ),( 11 yx  αντιστοίχως. Επειδή AAB  θα ισχύει 11 22 yx   

οπότε θα είναι 
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          11 xy         

(1) 

 Άρα, οι συντεταγμένες του Α θα είναι ),( 11 xx  

και, επειδή επαληθεύουν την εξίσωση της 
έλλειψης, θα έχουμε 

5

52
4544 1

2
1

2
1

2
1  xxxx  (αν 01 x ). 

 Έτσι το ζητούμενο τετράγωνο θα έχει 
κορυφές: 

    










5

52
,

5

52
A ,   












5

52
,

5

52
B ,   












5

52
,

5

52 ,   











5

52
,

5

52 . 

 

4. Η εξίσωση 42 22  yx  γράφεται 

ισοδύμανα 

1
22 2

2

2

2


yx

 

 απ’ όπου προκύπτει ότι 2α , 2β  

και 2γ . Επομένως, οι κορυφές Β 

και B   έχουν συντεταγμένες )2,0(  

και )2,0(   αντιστοίχως, ενώ οι εστίες Ε και E   έχουν συντεταγμένες 

)0,2(  και )0,2( αντιστοίχως. Άρα, το τετράπλευρο BEEB   είναι 

τετράγωνο, αφού οι διαγώνιες του είναι ίσες, κάθετες και διχοτομούνται. 
 

5. Αν το ),( 11 yxM  είναι ένα σημείο της έλλειψης 1
2

2

2

2


β

y

α

x
, τότε το 

αντιδιαμετρικό του θα είναι το ),( 11 yxM  , λόγω της συμμετρίας της 

έλλειψης ως προς το )0,0(O . Έτσι, η εφαπτομένη της έλλειψης στο 

),( 11 yxM  είναι η 1
2

1
2

1 
β

yy

α

xx
, ενώ στο ),( 11 yxM   είναι η 

1
2
1

2
1 






β

yy

α

xx
. Οι εφαπτομένες αυτές είναι παράλληλες, αφού οι 

συντελεστές διεύθυνσής τους, για 01 y , είναι ίσοι. 

 y

 Δ Γ

 B  A

 x

 

 y

 Ο

 B΄

 B

 Ε

 Α

 Ε΄
 Α΄

 x
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 Αν 01 y , που ισχύει όταν τα MM ,  ταυτιστούν με τα Α και A , οι 
εφαπτομένες σ’ αυτά είναι παράλληλες, αφού είναι κάθετες και οι δύο στον 
άξονα xx . 

 

6. Η εφαπτομένη ε της έλλειψης 43 22  yx  στο σημείο της ),( 11 yxM  έχει 

εξίσωση 43 11  yyxx  και άρα συντελεστή διεύθυνσης 
1

13

y

x
λε  . 

Επομένως: 
 (i) Η εφαπτομένη ε είναι παράλληλη προς την ευθεία 13  xy , αν και μόνο 

αν 3
3

1

1 


y

x
 ή, ισοδύναμα, 

 11 xy  . 

 Όμως το ),( 11 yxM  είναι σημείο της έλλειψης. Άρα, θα έχουμε: 43 2
1

2
1  yx  

και, επειδή 11 xy  , θα ισχύει 

 114443 1
2
1

2
1

2
1

2
1  xxxxx . 

 Επομένως, 

)1,1(),( 11 yx    ή   )1,1(),( 11 yx . 

 Έτσι, υπάρχουν δύο ευθείες εφαπτόμενες της έλλειψης, που είναι παράλληλες 
στην ευθεία 13  xy . Οι εφαπτόμενες αυτές είναι οι 43  yx  και 

43  yx . 

 (ii) Η εφαπτομένη ε είναι κάθετη στην ευθεία xy
2

1
 , αν και μόνο αν 

1
2

13

1

1 


y

x
 ή, ισοδύναμα, 

2

3 1
1

x
y  . Άρα, το σημείο Μ θα έχει 

συντεταγμένες 







2

3
, 1

1
x

x  και, αφού ανήκει στην έλλειψη, θα είναι: 

21

4
16214

4

9
34

2

3
3 1

2
1

2
12

1

2
12

1 






 xx
x

x
x

x . 

 Επομένως 

 









21

6
,

21

4
),( 11 yx    ή   










21

6
,

21

4
),( 11 yx . 

 Άρα, οι ζητούμενες εφαπτομένες είναι οι ευθείες: 
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4
21

6

21

43



yx    και   4

21

6

21

43



 yx , 

 οι οποίες γράφονται 

021236  yx    και   021236  yx . 

 (iii) Η εφαπτομένη ε διέρχεται από το )4,0(M , αν και μόνο αν η εξίσωση της 

ικανοποιείται από τις συντεταγμένες του Μ. Δηλαδή, αν και μόνο αν ισχύει 
4403 11  yx  ή, ισοδύναμα, 11 y . Επειδή το ),( 11 yxM  ανήκει στην 

έλλειψη, θα έχουμε: 

1141343 1
2
1

2
1

2
1

2
1  xxxyx . 

 Επομένως 

 )1,1(),( 11 yx    ή   )1,1(),( 11 yx  

 Άρα, θα έχουμε δύο εφαπτομένες της έλλειψης που διέρχονται από το 
)4,0(M , τις ευθείες 43  yx  και 43  yx . 

 

7. Οι εφαπτόμενες της έλλειψης 1004 22  yx  στα σημεία 1M , 2M , 3M  και 

4M  θα είναι, αντιστοίχως, οι: 

551005454  xyyx  

          551005454  xyyx  

          551005454  xyyx  

             551005454  xyyx  

 Οι ευθείες αυτές είναι ανά δύο (πρώτη-τρίτη) και (δεύτερη-τέταρτη) 
παράλληλες μεταξύ τους και ανά δύο κάθετες (πρώτη-δεύτερη), (τρίτη-
τέταρτη) και τέμνουν μάλιστα τον yy   στα ίδια σημεία. Έτσι το τετράπλευρο 

που ορίζουν είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με κάθετες διαγώνιες. Άρα 
το τετράπλευρο αυτό θα είναι τετράγωνο. 

 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
 
1. Αρκεί να δείξουμε ότι οι συντεταγμένες του Μ επαληθεύουν την εξίσωση της 

έλλειψης. Έχουμε λοιπόν: 
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1
)1(

)1(

)1(

4)1(

)1(

4

)1(

)1(
22

22

22

222

222

22

222

222



















t

t

t

tt

tβ

tβ

tα

tα
 

 

2. Αν ),( 11 yxM  είναι σημείο τομής των ευθειών 1ε  και 2ε , τότε θα ισχύει 

)( 11 xαλβyα     και   )( 11 xαβyλα   

 οπότε, πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη της ισότητες, θα έχουμε 

)( 2
1

222
1

2 xαλβyλα   

          2
1

2222
1

2 xββαyα    (αφού  0λ ) 

           222
1

22
1

2 βαyαxβ   

     1
2

2
1

2

2
1 

β

y

α

x
. 

Άρα, το σημείο ),( 11 yxM  ανήκει στην έλλειψη 1
2

2

2

2


β

y

α

x
. 

 

3. Αν θέσουμε )(MEr   και )( EMr  , τότε, σύμφωνα με τον ορισμό της 

έλλειψης, θα ισχύει 

     αrr 2               (1) 

 Όμως, είναι 

22)( yγxr     και   22)( yγxr   

 Επομένως, έχουμε 

 xγrr 422   

 ή, ισοδύναμα, 

 xγrrrr 4))((  . 

 Οπότε, λόγω της (1), θα ισχύει 

             xεx
α

γ
rr 22  .              (2) 

 Λύνουμε το σύστημα των (1) και (2) και έχουμε 

xεαr     και   xεαr   

4. Επειδή η έλλειψη έχει παραμετρικές εξισώσεις 
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φαx συν    και   φβy ημ ,   )2,0[ πφ  

 οι συντεταγμένες ),( 11 yx  του 1M  θα είναι της μορφής 

      11 συνφαx     και   11 ημφβy  ,   )2,0[1 πφ              (1) 

 οπότε η εξίσωση 1
2
1

2
1 

β

yy

α

xx
 της εφαπτομένης ε της έλλειψης στο σημείο 

1M  θα πάρει τη μορφή: 

1
β

ημ

α

συν 11 
φyφx

 

 ή 

    0)ημ()συν( 11  αβyφαxφβ              (2) 

 Έτσι, θα έχουμε 

    

1
22

1
22

1

1
22

1
22

1

ημσυν

|ημ|

ημσυνβ

|ημ|
),(

φαφβ

βφγα

φαφ

αβφαγ
εdd









   

   

1
22

1
22

1

1
22

1
22

1

ημσυν

|ημ|

ημσυνβ

|ημ|
),(

φαφβ

βφγα

φαφ

αβφαγ
εdd









  , 

 οπότε θα ισχύει 

       
1

22
1

22

2
1

222

1
22

1
22

2
1

22
1

2
22

ημσυν

)ημ(2

ημσυνβ

)ημ()ημ(

φαφβ

βφγα

φαφ

βφγαβφγα
dd









  

              
  2

1
22

1
22

1
22

1
222

1
22

1
22

2
1

2222

2
ημσυν

)συνημ(2

ημσυν

ημ)(2
α

φαφβ

φβφαα

φαφβ

βφβαα










 . 

 

5. Είναι 

2
121

2
2

22
1

2
1

2
21

2
21 2)()( yxxεxεxyxεxNM   

2
221

2
1

22
2

2
2

2
12

2
12 2)()( yxxεxεxyxεxNM   

 Επομένως, για να δείξουμε ότι )()( 1221 NMNM   αρκεί να δείξουμε ότι 

2
221

2
1

22
2

2
121

2
2

22
1 22 yxxεxεxyxxεxεx   

 ή           2
2

2
12

2
2
2

2
1

2
22

2
2
1 yx

α

γ
xyx

α

γ
x   
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 ή    2
2

22
1

22
2

22
1

22
2

22
1

2 yαxγxαyαxγxα   

 ή     2
2

22
2

222
1

22
1

22 )()( yαxγαyαxγα   

 ή               2
2

22
2

22
1

22
1

2 yαxβyαxβ   

 ή        
2

2
2

2

2
2

2

2
1

2

2
1

β

y

α

x

β

y

α

x
  

 που ισχύει, αφού τα σημεία ),( 111 yxM  και ),( 222 yxM  είναι σημεία της 

έλλειψης. 
 

6. α΄ τρόπος: Έστω P το σημείο 
τομής της ΟΝ και του κύκλου με 
κέντρο Ο και ακτίνα β. Είδαμε 
στις παραμετρικές εξισώσεις της 
έλλειψης, ότι το σημείο Μ είναι 
το σημείο τομής της οριζόντιας 
ευθείας από το P και της 
κατακόρυφης από το Ν. 
Επομένως, τα τετράπλευρα 
ΜΝΟΔ και ΜΡΟΓ είναι 
παραλληλόγραμμα, οπότε θα 
έχουμε 

αONM  )()(     και   βOPM  )()(   

 β΄ τρόπος: Αν φ είναι η γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα 

ON  με τον 

άξονα xx , τότε οι συντεταγμένες του Μ θα είναι )ημ,συν( φβφα , ενώ οι 

συντεταγμένες του Ν θα είναι )ημ,συν( φαφα . Επομένως, η ευθεία ΜΔ θα 

έχει εξίσωση 

    ),συν(εφημ φαxφφβy               (1) 

 και άρα θα τέμνει τους άξονες xx  και yy   στα σημεία 

 0,συν)( φβα    και    φβα ημ)(,0  . 

 Επομένως 

αφφαφαφα  )ημ(συνημσυν)( 2222222  

  βφφβφβφβ  )ημ(συνημσυν)( 2222222 . 

 y

 Ο

 P

 Ν(ασυνφ,αημφ)

 Μ(ασυνφ,βημφ)

 Δ
 Γ

 B΄

 B

φ  Α Α΄
 x
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7. Η ζ έχει εξίσωση 1
2
1

2
1 

β

yy

α

xx
, ενώ οι 

ε και ε   έχουν εξισώσεις αx  και 
αx   αντιστοίχως. Επομένως, οι 

συντεταγμένες των Γ και    είναι οι 
λύσεις των συστημάτων 













1
2
1

2
1

β

yy

α

xx

αx

     και     












1
2
1

2
1

β

yy

α

xx

αx

 

 αντιστοίχως. Λύνουμε τα συστήματα αυτά και βρίσκουμε ότι τα Γ και    

έχουν συντεταγμένες 








 

1

1
2 )(

,
yα

xαβ
α  και 









 


1

1
2 )(

,
yα

xαβ
α  αντιστοίχως. 

Επομένως: 

 (i) 
||

)(
)(

1

1
2

yα

xαβ
A


      και     

||

)(
)(

1

1
2

yα

xαβ
A


      οπότε 

  2
2
1

2

2
1

2
2

2
1

2

2
1

222
2

2
1

2

2
1

24 )(
))(( β

yα

yα
β

yα

xββα
β

yα

xαβ
AA 





  

 (ii) Αρκεί να δείξουμε ότι 
 

  EE  ή, ισοδύναμα, ότι 
 

0  EE . 

Έχουμε λοιπόν: 












 


1

1
2 )(

,
yα

xαβ
γαE    και   












 


1

1
2 )(

),(
yα

xαβ
γαE  

 οπότε 

 

2
1

2

2
1

24
22 )(

)(
yα

xαβ
αγEE


   

             
2
1

2

2
1

222
222

yα

xββα
βαγ


  

             
2
1

2

2
1

2
22

yα

yα
ββ   

 y

 B΄

 ζ
 M1

 B

 ε΄: x=-a  ε: x=a

 Γ

 Α

 Γ΄

 Α΄
 x
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             022  ββ . 

 Ομοίως αποδεικνύουμε ότι 
 

  EE . 

 

8. Η εφαπτομένη έχει εξίσωση 1
2
1

2
1 

β

yy

α

xx
. Άρα, τέμνει τους άξονες xx  και 

yy   στα σημεία 











0,

1

2

x

α    και   










1

2

,0
y

β  

 αντιστοίχως. Επομένως έχουμε 
1

2

x

α
p  και 

1

2

y

β
q , οπότε 

1
2

2
1

2

2
1

2
1

4

2

2
1

4

2

2

2

2

2


β

y

α

x

y

β

β

x

α

α

q

β

p

α
, 

 αφού το σημείο ),( 111 yxM  ανήκει στην έλλειψη. 

 
 

3.4   Η  ΥΠΕΡΒΟΛΗ 

 
 
A΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i) Είναι 13γ  και 5α , οπότε 122516922  γαβ . Άρα, η 

εξίσωση της υπερβολής είναι 

1
14425

22


yx

, 

 αφού έχει τις εστίες της στον άξονα xx . 

 (ii) Είναι 10γ  και 
3

5


α

γ
. Επομένως, 6

5

3
 γα , οπότε  22 αγβ  

836100  . Άρα, η εξίσωση της υπερβολής είναι 
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1
6436

22


xy

, 

 αφού έχει τις εστίες της στον άξονα yy  . 

 (iii) Είναι 5γ , οπότε 2222 5 ααγβ  . Έτσι η εξίσωση της υπερβολής 

παίρνει τη μορφή 

1
5 2

2

2

2





α

y

α

x
. 
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 Επειδή το σημείο )1,22(M  ανήκει στην υπερβολή, οι συντεταγμένες του θα 

επαληθεύουν την εξίσωσή της, δηλαδή θα ισχύει 

    )5()5(81
5

18 2222
22

αααα
αα




  

            04014 24  αα  

            
2

6142 
α  

            4ή10 22  αα  

            5αφού,4 222  γαα . 

 Άρα, η εξίσωση της υπερβολής θα είναι 

1
14

22


yx

. 

(iv) Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 

 α) Η υπερβολή έχει τις εστίες της στον άξονα xx . Τότε θα έχει εξίσωση 

     1
2

2

2

2


β

y

α

x
              (1) 

 Επειδή, όμως, έχει ασύμπτωτες τις ευθείες xy
3

4
  και xy

3

4
 , θα ισχύει 

3

4


α

β
, οπότε θα έχουμε αβ

3

4
 . Έτσι, η (1) παίρνει τη μορφή 

1
16

9
1

9

16 2

2

2

2

2

2

2

2


α

y

α

x

α

y

α

x
             (2) 

 Επειδή, επιπλέον, το σημείο )4,23(M  ανήκει στην υπερβολή, θα ισχύει 

1
918

1
16

49)23(
222

2

2

2





αααα

 

                 92 α        3α  

 Επομένως, λόγω της (2), η εξίσωση της υπερβολής είναι η: 

1
169

22


yx

. 
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 β) Η υπερβολή έχει τις εστίες της στον άξονα yy  . Τότε θα έχει εξίσωση 

1
2

2

2

2


β

x

α

y
. 

 Αν εργαστούμε όπως πριν, θα βρούμε ότι δεν υπάρχει υπερβολή τέτοιας 

μορφής που να έχει ασύμπτωτες τις xy
3

4
 , xy

3

4
  και να περνάει από το 

σημείο )4,23(M . 

 ΣΧΟΛΙΟ Μπορούσαμε να παρατηρήσουμε ότι το σημείο )4,23(M  

βρίσκεται στη γωνία των ασυμπτώτων που περιέχει τον Ox . Επομένως, το Μ 
θα ανήκει στην υπερβολή που έχει τις εστίες της στον άξονα xx . 

 

2. (i) Έχουμε: 

1
144

16

144

9
144169

22
22 

yx
yx 1

34 2

2

2

2


yx

 

 Επομένως, 4α  και 3β , οπότε 522  βαγ . Άρα, η υπερβολή έχει 

εστίες τα σημεία )0,5(E , )0,5(E , εκκεντρότητα 
4

5
ε  και ασύμπτωτες τις 

ευθείες xy
4

3
 , xy

4

3
 . 

 (ii) Έχουμε 

1
22

4
2

2

2

2
22 

yx
yx . 

 Επομένως, 2α  και 2β , οπότε 2222  βαγ . Άρα, η υπερβολή έχει 

εστίες τα σημεία )0,22(E , )0,22(E , εκκεντρότητα 2ε  και 

ασύμπτωτες τις ευθείες xy , xy  . 

 (iii) Έχουμε 

1
3600

25

3600

144
360025144

22
22 

yx
yx 1

125 2

2

2

2


yx

. 

 Επομένως, 5α  και 12β , οπότε  1322  βαγ .  Άρα, η υπερβολή έχει 
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εστίες τα σημεία )0,13(E , )0,13(E , εκκεντρότητα 
5

13
ε  και ασύμπτωτες 

τις ευθείες xy
5

12
 , xy

5

12
 . 

 

3. Έχουμε 

           
3

3
30εφ 0 

α

β

α

β
        

3

1
2

2


α

β
 

     
3

1
2

22





α

αγ
 

3

1
1

2









α

γ
 

     
3

42  ε          
3

32
ε  

 

4. Η εφαπτομένη της υπερβολής 
στο σημείο )0,(α  έχει 

εξίσωση αx . Επομένως, οι 
συντεταγμένες του σημείου Γ 
είναι η λύση του συστήματος 











αx

x
α

β
y

, 

 η οποία, προφανώς, είναι το ζεύγος ),(),( βαyx  . Άρα, είναι 

)()( 222 OEγγβαO  . 

 

5. Η εφαπτομένη ε της C στο ),( 111 yxM  έχει εξίσωση 

     1
2
1

2
1 

β

yy

α

xx
              (1) 

 και συντελεστή διεύθυνσης 
1

2
1

2

yα

xβ
λε  . Επειδή η ζ είναι κάθετη στην ε, θα 

έχει συντελεστή διεύθυνσης 
1

2
1

2

xβ

yα
λζ   και επειδή, επιπλέον, διέρχεται από 

το ),( 111 yxM , θα έχει εξίσωση. 

y
a

x


Ο Α(α,0) Ε(γ,0)

x=a

 Γ(α,β)

 x

y
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     )( 1
1

2
1

2

1 xx
xβ

yα
yy               (2) 

 Όμως, η ε περνάει από το ),0(2 βM   και η ζ από το )0,22(3 αM . 

Επομένως, λόγω των (1) και (2), θα ισχύει 




























)22(
)22(

1

1
2

1
2

1

1
1

2
1

2

1

2
1

xααxβ

βy

xα
xβ

yα
y

β

yβ

 

              











22)( 3
1

22

1

αxβα

βy
 

              













2

3

1

1

22

γ

α
x

βy

             (3) 

 Επειδή το σημείο ),( 111 yxM  ανήκει στην υπερβολή C, θα ισχύει 

1
2

2
1

2

2
1 

β

y

α

x
, οπότε, λόγω την (3), θα έχουμε 

       44
4

4

2

2

24

6

42
8

1
8

γα
γ

α

β

β

αγ

α
  

         44 4
4








 



 

         244  ε . 

 

6.   Έστω ζ μια ευθεία παράλληλη 

προς την ασύμπτωτη xy



 :  της 

υπερβολής 1:
2

2

2

2



yx

C . Τότε η 

ζ  θα έχει εξίσωση 

 0,  δδx
α

β
y . 

y
a

x 




y
a

x


Ο  x

y
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 Για να βρούμε τις συντεταγμένες των κοινών σημείων της ζ και της C, αρκεί 
να λύσουμε το σύστημα 

                           















(2)                                                  1

(1)                                                     

2

2

2

2







yx

xy

 

 Έχουμε λοιπόν: 

22
2

222
)1(

222222)2( βαδx
α

β
αxββαyαxβ 






   

            2222
2

2
222 2 βαx

α

βδ
δx

α

β
αxβ 










  

            22222222 2 βαxαβδδαxβxβ   

            )(2 222 δβαxαβδ   

            
βδ

δβα
x

2

)( 22 
 . 

 Επομένως, λόγω της (1), είναι 

δ

βδ
δ

δ

δβ
δ

βδ

δβα

α

β
y

222

)( 222222 













 
 . 

 Άρα, η ευθεία ζ και η υπερβολή C έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, το 










 


δ

βδ

βδ

δβα

2
,

2

)( 2222

 . 

 Αν η ζ είναι παράλληλη προς την ασύμπτωτη x
α

β
ε -y:  , τότε και πάλι θα 

έχει με την C ένα μόνο κοινό σημείο. 

    Η υπερβολή 14 22  yx  έχει ασύμπτωτες τις ευθείας 

xy 2    και   xy 2 . 

 Επομένως, η ευθεία 12  yx , που γράφεται 12  xy , είναι παράλληλη προς 

την ασύμπτωτη xy 2  και άρα, σύμφωνα με όσα αποδείξαμε πριν, θα έχει με 
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την υπερβολή 14 22  yx  ένα μόνο κοινό σημείο το 







1,
2

1
M , αφού 

2

1
 , 

1  και 1 . 

 

7. Η εξίσωση της εφαπτομένης ε της υπερβολής 124 22  yx  σε ένα σημείο 

),( 111 yxM  είναι η 

               124 11  yyxx               (1) 

 και έχει συντελεστή διεύθυνσης 

     
1

1

4y

x
               (2) 

 Επομένως: 

 (i) H ε είναι παράλληλη προς την ευθεία 1:  xy , αν και μόνο αν ισχύει 

   , δηλαδή 1
4 1

1 
y

x
 ή, ισοδύναμα, 

      11 4yx                (3) 

 Όμως, το σημείο ),( 111 yxM  ανήκει στην υπερβολή. Επομένως, οι 

συντεταγμένες του θα επαληθεύουν την εξίσωσή της, δηλαδή θα ισχύει 

                124 2
1

2
1  yx               (4) 

 Αν λύσουμε το σύστημα των (3) και (4) βρίσκουμε ότι 

)1,4(),( 11 yx    ή   )1,4(),( 11 yx . 

 Άρα, υπάρχουν δύο εφαπτόμενες της υπερβολής που είναι παράλληλες προς 
την ευθεία 1 xy . Οι εφαπτόμενες αυτές, λόγω της (1), έχουν εξισώσεις 

1244  yx    και   1244  yx , 

 που γράφονται ισοδύναμα 

3 xy    και   3 xy  

 αντιστοίχως. 

 (ii) Η ε είναι κάθετη στην ευθεία xy
3

4
:  , αν και μόνο αν ισχύει 

1 ηε λλ , δηλαδή 1
3

4

4 1

1 









y

x
 ή, ισοδύναμα, 
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     11 3yx  .              (5) 

 Όμως, το σημείο ),( 111 yxM  ανήκει στην υπερβολή. Επομένως, θα ισχύει 

                124 2
1

2
1  yx .              (6) 

 Έτσι η (6), λόγω της (5), γράφεται 1243 2
1

2
1  yy  ή, ισοδύναμα, 122

1 y , 

που είναι αδύνατη. Άρα, δεν υπάρχει εφαπτομένη της υπερβολής που είναι 

κάθετη στην ευθεία xyη
3

4
:  . 

 (iii) Η ε διέρχεται από το σημείο )0,3(M , αν και μόνο αν οι συντεταγμένες 

του επαληθεύουν την (1), δηλαδή, αν και μόνο αν ισχύει 123 1 x  ή, 

ισοδύναμα, 
         41 x               (7) 

 Όμως, όπως είδαμε πιο πριν, ισχύει 

               124 2
1

2
1  yx .              (8) 

 Αν λύσουμε το σύστημα των (7) και (8), βρίσκουμε ότι 

 )1,4(),( 11 yx    ή   )1,4(),( 11 yx . 

 Άρα, υπάρχουν δύο εφαπτόμενες της υπερβολής που να διέρχονται από το 
σημείο )0,3(M . Οι εφαπτόμενες αυτές, λόγω της (1), έχουν εξισώσεις 

 1244  yx    και   1244  yx , 

 που γράφονται ισοδύναμα  

 3 xy    και   3 xy  

 αντιστοίχως. 
 
 
Β΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Έστω ΚΛΜΝ το ορθογώνιο βάσης της 
υπερβολής. Τότε (ΟΑ)=α και (ΑΚ)=β οπότε 

2222)(  OK  και άρα 

)()( OEOK  . Επομένως τα ορθογώνια 

τρίγωνα ΑΟΚ και OEE1  είναι ίσα, αφού 

έχουν μία οξεία γωνία κοινή και τις 
υποτείνουσες ίσες. Άρα θα ισχύει 

αOAOE  )()( 1    και   βAKEE  )()( 1 . 

y

 x Α΄  Ο

 B΄

 Ε1

B Ν

 Μ  Λ

 Κ

 E΄  E Α
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2. Έστω ζ η εφαπτομένη που τέμνει τις ε και    στα σημεία Γ και    
αντιστοίχως. Αν ),( 111 yxM  είναι το σημείο επαφής, τότε η εξίσωση της ζ θα 

είναι 

1
2
1

2
1 


yyxx

              (1) 

 Επομένως, οι συντεταγμένες των Γ και    είναι οι λύσεις των συστημάτων 













1
2
1

2
1

β

yy

α

xx

αx

    και   












1
2
1

2
1

β

yy

α

xx

αx

 

 αντιστoίχως. Λύνουμε τα συστήματα αυτά 
και βρίσκουμε ότι το Γ έχει συντεταγμένες 










 

1

1
2 )(

,
yα

αxβ
α , ενώ το    έχει 

συντεταγμένες 














1

1
2 )(

,
yα

αxβ
α . 

Επομένως, έχουμε 

   
||

||
)(

1

1
2

yα

αxβ
A


    και   

||

||
)(

1

1
2

yα

αxβ
A


             (2) 

Άρα 

(i)   
2
1

2

22
1

22 ||
))((

yα

αxββ
AA


  

              
2
1

2

222
1

2
2 ||

yα

βαxβ
β


  

         
2
1

2

2
1

2
2

yα

yα
β ,  γιατί 1

2

2
1

2

2
1 

β

y

α

x
 

         2β . 

 (ii) Αρκεί να δείξουμε ότι  
 

 EE . Πράγματι έχουμε 

y  ε ε΄

 x Α΄  Ο

 ζ  Γ΄

 Μ1(x1,y1)

 Ε΄

 Γ

 Ε Α

 



 

 

101

   
 
























 


1

1
2

1

1
2 )(

,
)(

,
yα

αxβ
γα

yα

αxβ
γαEE   

     
2
1

2

22
1

2
222 )(

)(
yα

αxβ
βγα


  

     
2
1

2

222
1

2
22

yα

βαxβ
ββ


  

     0122  ββ ,  γιατί  1
2

2
1

2

2
1 

β

y

α

x
. 

 Άρα 
 

 EE . 

 

3. Αρκεί να δείξουμε ότι τα τμήματα 21MM  και 43MM  έχουν κοινό μέσο ή, 

ισοδύναμα, αρκεί να δείξουμε ότι 

             
22

4321 xxxx 



   και   

22
4321 yyyy 




             (1) 

   Αν η ευθεία 21MM  είναι 

κατακόρυφη τότε, αφού ο άξονας xx  
είναι άξονας συμμετρίας της 
υπερβολής, θα ισχύει το ζητούμενο. 

    Αν η ευθεία 21MM  δεν είναι 

κατακόρυφη, τότε θα έχει εξίσωση 

          μxλy                    (2) 

 Έτσι, οι συντεταγμένες των 21 , MM  

θα είναι οι λύσεις του συστήματος 

        












1
2

2

2

2

β

y

α

x

μxλy

                    (3) 

 Αν θέσουμε στη δεύτερη εξίσωση όπου y  το μxλ  , βρίσκουμε 

222222 )( βαμxλαxβ   

 ή   02 2222222222  βααμxλμαxαλxβ  

 ή    0)(2)( 22222222  μβαxλμαxαλβ . 

 
y

a
x



y
a

x 


  x O

  M4(x4,y4)

  M2(x2,y2)

  M1(x1,y1)

  M3(x3,y3)

 y
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 Επομένως 

               
222

2
21

2 αλβ

λμαxx





              (4) 

 Για να βρούμε τις συντεταγμένες των 3M  και 4M  λύνουμε τα συστήματα 











x
α

β
y

μxλy
   και   











x
α

β
y

μxλy
 

 αντιστοίχως. Από τα συστήματα αυτά βρίσκουμε ότι 

λαβ

μα
x


3    και   

λαβ

μα
x


4  

 οπότε έχουμε 

        
222

2
43

)(2)(22 αλβ

λμα

λαβ

μα

λαβ

μαxx











            (5) 

Έτσι, από τις (4) και (5), προκύπτει ότι 
22

4321 xxxx 



. 

Εξάλλου έχουμε 

μxλy  11 ,    μxλy  22 ,   μxλy  33    και   μxλy  44 . 

 Άρα 

2222
43432121 yy

μ
xx

λμ
xx

λ
yy 










. 

 

4. Η παράλληλη 1ζ  προς την ασύμπτωτο x
α

β
yε :1  από το σημείο ),( 111 yxM  

έχει εξίσωση 

    )( 11 xx
α

β
yy  ,   (1) 

 ενώ η παράλληλη 2ζ  προς την 

ασύμπτωτο x
α

β
yε :2  από το σημείο 

),( 111 yxM  έχει εξίσωση 

       )( 11 xx
α

β
yy  .   (2) 

y

 x
 ε1

 ζ1

 ζ2

 ε2
 O

 M2

 M3

 M1(x1,y1)
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 Έστω 2M  είναι το σημείο τομής της 1ζ  με την 2ε  και 3M  το σημείο τομής 

της 2ζ  με την 1ε . Τότε 

 
|),det(|)(2)( 2121312 OMOMMOMMMOM              (3) 

 Για να προσδιορίσουμε τις συντεταγμένες του 2M  λύνουμε το σύστημα των 

x
α

β
yε :2    και )(: 111 xx

α

β
yyζ   

Η δεύτερη εξίσωση, λόγω της πρώτης, γράφεται 

1111 xβxβyαxβx
α

β
x

α

β
yx

α

β
  

               112 yαxβxβ   

               
β

yαxβ
x

2
11 . 

 Έτσι, από την πρώτη εξίσωση βρίσκουμε ότι 
α

yαxβ
y

2
11 . Επομένως, οι 

συντεταγμένες του 2M  είναι 

β

yαxβ
x

2
11

2


    και   
α

xβyα
y

2
11

2


 . 

 Άρα, λόγω της (3), έχουμε: 

   |
22

|||)( 1111

11

22

11
312

α

xβyα

β

yαxβ
yx

yx

yx
MMOM   

               
β

yαyxβ

α

xβyxα

22

2
111

2
111 



  

               
αβ

yαyxαβxβyxαβ

2

2
1

2
11

2
1

2
11 

  

               
αβ

xβyα

2

2
1

22
1

2 
  

               
αβ

βα

2

22
 ,        γιατί το 1

2

2
1

2

2
1 

β

y

α

x
 

               αβ
2

1
 . 

 Άρα, το εμβαδόν του παραλληλόγραμμου 312 MMOM  είναι σταθερό. 
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5. α΄ τρόπος: Αν ΚΛΜΝ είναι το 
οθρογώνιο βάσης της υπερβολής, 
τότε αOA )(  και )(OK . 

Επομένως, αν 


AOKφ , τότε 

          
εγ

α

OK

OA
φ

1

)(

)(
συν       (1) 

 Άρα 

         2συνσυν 


KO  

           1συν2 2  φ  

           
2

2

22

2
1

2
1

1
2

ε

ε

εε


 . 

 β΄ τρόπος: Οι ασύμπτωτες x
α

β
yε :1  και x

α

β
yε :2  είναι παράλληλες 

προς τα διανύσματα ),(1  


 και ),(2  


 αντιστοίχως. Επομένως, το 

συνημίτονο μιας από τις γωνίες των ασυμπτώτων είναι ίσο με το συνημίτονο 

της γωνίας φ των διανυσμάτων 21 , 


, δηλαδή ίσο με 

22

22

2222

22

21

21

||||
συν

βα

βα

βαβα

βα

δδ

δδ
φ












 



 

             
2

2

2

2

2

22

2

222 2
2

2)(

ε

ε

α

γ

α

γ

γ

γα

γ

αγα 
























 . 

 

6.  

C1

C2

 x

y

Ο
Α1(α,0) Α2(ρα,0)Ά1 Ά2

 

 
Οι συντεταγμένες των 1A  και 2A  είναι )0,(  και )0,( αντιστοίχως 

 
y

a
x



y
a

x 


Ο

φ A
A΄

 Λ B΄ M

 K B N

 x

y
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   Για να δείξουμε ότι από το 2A δεν άγονται εφαπτομένες στη 1C , αρκεί να 

δείξουμε ότι καμιά από τις εφαπτόμενες της 1C  δεν διέρχεται από το 2A . Αν 

),( 111 yxM  είναι ένα σημείο της 1C , τότε η εφαπτομένη της 1C  στο 1M  θα 

έχει εξίσωση 

     1
2
1

2
1 

β

yy

α

xx
              (1) 

Για να δείξουμε ότι η (1) δεν διέρχεται από το )0,(2 A , αρκεί να δείξουμε 

ότι 

1
0

2
1

2
1 

β

y

α

xρα
   ή, ισοδύναμα,    1x . 

 Πράγματι, είναι || 1x , οπότε  || 1x  και άρα  1x . Επομένως, 

από το 2A  δεν διέρχεται καμιά εφαπτομένη της υπερβολής 1C . 

   Για να δείξουμε ότι από το 1A άγεται εφαπτομένη στη 2C , αρκεί να 

βρούμε σημείο ),( 222 yxM  της 2C  στο οποίο η εφαπτομένη της 2C  να 

διέρχεται από το 1A . Η εφαπτομένη της 2C  στο ),( 222 yxM  έχει εξίσωση 

 2
2
2

2
2 ρ

β

yy

α

xx
               (2) 

Για να περνάει η εφαπτομένη (2) από το )0,(1 A , αρκεί να ισχύει 

      2
2
2

2
2 0

ρ
β

y

α

xα
    ή, ισοδύναμα,   αρx 2

2  .            (3) 

 Όμως, 2
2

2
2

2

2
2 ρ

β

y

α

x
 . Επομένως, λόγω της (3), έχουμε 

222
2

242
2

2
2

2

24

βρyβρρ
β

y

α

αρ
  

                   )1( 2222
2  ρβρy  

            12
2  ρρβy . 

 Άρα 

)1,(),( 22
22  ρρβαρyx    ή   )1,(),( 22

22  ρρβαρyx          (4) 
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 και επομένως από το σημείο )0,(aA  άγονται προς την 2C  δύο εφαπτόμενες 

με εξίσώσεις 

2
2

2

2

2 1
ρ

β

ρρβy

α

αρx



    και   2

2

2

2

2 1
ρ

β

ρρβy

α

αρx



  

 αντιστοίχως, οι οποίες παίρνουν τη μορφή: 

αβρyραρxβρ 222 1     και   αβρyραρxβρ 222 1  . 

 
 

3.5   Η  ΕΞΙΣΩΣΗ  022  EΔyxByAx   

 
 

Α΄  ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. (i) Είναι: 

)1(42)1(8088 222  xyxyxy  

 οπότε, αν θέσουμε 1 xX  και yY  , έχουμε 

 XY 422  . 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει παραβολή με κορυφή το σημείο )0,1(O . Η εστία 

Ε της παραβολής έχει ως προς το σύστημα XYO  συντεταγμένες 
)0,2(),( YX , οπότε ως προς το σύστημα Oxy  θα έχει συντεταγμένες 

)0,3(),( yx . 

 (ii) Είναι: 

 yxyxxyxx 82)2(164404164 222   

 οπότε, αν θέσουμε 2 xX  και yY  , έχουμε 

YX 822  . 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει παραβολή με κορυφή το σημείο )0,2(O  και 

εστία το σημείο )4,2(E . 
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 (iii) Είναι: 

)4(42)2(3284402884 222  xyxyyxyy  

 οπότε, αν θέσουμε 4 xX  και 2 yY , έχουμε 

XY )4(22  . 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει παραβολή με κορυφή το σημείο )2,4( O  και 

εστία το σημείο )2,2( E . 

 (iv) Είναι 

 )4)(3(2)4(2461680868 222  yxyxxyxx  

 οπότε, αν θέσουμε 4 xX  και 4 yY , έχουμε 

 YX )3(22  . 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει παραβολή με κορυφή το σημείο )4,4(O  και 

εστία το σημείο 







2

5
,4E . 

 

2. (i) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά 

      018936259 22  xyx  

                18925)4(9 22  yxx  

           22525)44(9 22  yxx  

                   22525)2(9 22  yx  

          1
925

)2( 22


 yx

 

 οπότε, αν θέσουμε 2 xX  και yY  , η εξίσωση παίρνει τη μορφή 

1
35 2

2

2

2


YX

. 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει έλλειψη με κέντρο το σημείο )0,2(O  και άξονες 

συμμετρίας τις ευθείες 2x  και 0y . Ως προς το σύστημα XYO  οι 
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κορυφές AA ,  έχουν συντεταγμένες )0,5(),( YX  και )0,5(),( YX  

αντιστοίχως, ενώ οι εστίες EE ,  έχουν συντεταγμένες )0,4(),( YX  και 

)0,4(),( YX  αντιστοίχως. Επομένως, ως προς το σύστημα Oxy  οι κορυφές 

AA ,  έχουν συντεταγμένες )0,3(  και )0,7(  αντιστοίχως, ενώ οι εστίες 

EE ,  έχουν συντεταγμένες )0,2(  και )0,6(  αντιστοίχως. 

 (ii) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά 

  0164 22  yxx   

     416)44( 22  yxx   

           416)2( 22  yx   

              1

4

14

)2( 22


 yx

  

 οπότε, αν θέσουμε 2 xX  και yY  , η εξίσωση παίρνει τη μορφή 

1

2

12 2

2

2

2












YX

. 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει έλλειψη με κέντρο το σημείο )0,2(O , κορυφές 

τα σημεία )0,4(A  και )0,0(A  και εστίες τα σημεία 









 0,

2

15
2E  και 











 0,

2

15
2E . 

 (iii) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά 

     064363294 22  yxyx  

           64)4(9)8(4 22  yyxx  

       366464)422(9)1642(4 22  yyxx  

               36)2(9)4(4 22  yx  

                  1
4

)2(

9

)4( 22





 yx
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 οπότε, αν θέσουμε 4 xX  και 2 yY , η εξίσωση παίρνει τη μορφή 

 1
23 2

2

2

2


YX

. 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει έλλειψη με κέντρο το σημείο )2,4(O , κορυφές 

τα σημεία )2,1(A , )2,7(A  και εστίες τα σημεία )2,54( E , )2,54( E . 

 (iv) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά 

   0473254169 22  yxyx  

         47)2(16)6(9 22  yyxx  

           168147)12(16)932(9 22  yyxx  

                144)1(16)3(9 22  yx  

     1
9

)1(

16

)3( 22





 yx

 

 οπότε, αν θέσουμε 3 xX  και 1 yY , η εξίσωση παίρνει τη μορφή 

 1
34 2

2

2

2


YX

. 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει έλλειψη με κέντρο το σημείο )1,3(O , κορυφές 

τα σημεία )1,7(A , )1,1(A  και εστίες τα σημεία )1,73( E , 

)1,73( E . 

 

3. (i) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά: 

0643284421 22  yxyx  

         64)8(4)4(21 22  yyxx  

    648464)1642(4)422(21 22  yyxx  

              84)4(4)2(21 22  yx  

                  1
21

)4(

4

)2( 22





 yx
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 οπότε, αν θέσουμε 2 xX  και 4 yY , παίρνει τη μορφή 

1
)21(2 2

2

2

2


YX

. 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει υπερβολή με κέντρο το σημείο )4,2( O . Ως 

προς το σύστημα XYO  οι κορυφές A , Α έχουν συντεταγμένες 
)4,0(),( YX  και )4,4(),( YX  αντιστοίχως, ενώ οι εστίες EE ,  έχουν 

συντεταγμένες )0,5(),( YX  και )0,5(),( YX  αντιστοίχως. Επομένως, ως 

προς το σύστημα Oxy  οι κορυφές έχουν συντεταγμένες )4,3(   και )4,7(   

αντιστοίχως. 

 (ii) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά 

   016832 22  xyxy  

      1)2(3)4(2 22  xxyy  

       381)12(3)422(2 22  xxyy  

           6)1(3)2(2 22  xy  

             1
2

)1(

3

)2( 22





 xy

 

 οπότε, αν θέσουμε 1 xX  και 2 yY , παίρνει τη μορφή 

1
)2()3( 2

2

2

2


XY

. 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει υπερβολή με κέντρο το σημείο )2,1(O , κορυφές 

τα σημεία )32,1( A , )32,1( A  και εστίες τα σημεία )52,1( E  και 

)52,1( E . 

 

4. Η ευθεία 2 xy  εφάπτεται της παραβολής 22  xxy  , αν και μόνο αν 

το σύστημα 










2

2
2 xxy

xy


 έχει διπλή λύση. Είναι όμως: 
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04)1(

2

22

2

2

2
222 xx

xy

xxx

xy

xxy

xy


          

)2(

)1(
 

 Επομένως, το σύστημα έχει διπλή λύση, αν και μόνο αν η εξίσωση (2) έχει 
διπλή ρίζα που συμβαίνει, αν και μόνο αν Δ=0. Έχουμε λοιπόν 

41    ή    4104)1(0 22    

            5    ή         3   . 

 

5. Η μοναδική κατακόρυφη εφαπτομένη της παραβολής x4y 2   είναι ο άξονας 

yy  . Ο άξονας, όμως, yy  δεν εφάπτεται του κύκλου 
2

122  yx . 

Επομένως, αν υπάρχει κοινή εφαπτομένη, ε, του κύκλου και της παραβολής, 
αυτή θα έχει εξίσωση της μορφής 

     βxλyε :    (1) 

 Η ε εφάπτεται του κύκλου 
2

122  yx , αν και μόνο αν η απόστασή της από 

το κέντρο )0,0(O  του κύκλου είναι ίση με την ακτίνα του, δηλαδή, αν και 

μόνο αν ισχύει 

   
2

1

1

||
2


λ

β
   ή, ισοδύναμα,   12 22  .             (2) 

 Η ε εφάπτεται της παραβολής xy 42  , αν και μόνο αν το σύστημα 











xy

βxλy

42
 έχει διπλή λύση. Είναι όμως: 

       
































0)2(24)(4 22222 βxλβxλ

βxλy

xβxλ

βxλy

xy

βxλy
          (3) 

 Επομένως, το σύστημα έχει διπλή λύση, αν και μόνο αν η (3) έχει διπλή λύση 
που συμβαίνει, αν και μόνο αν 

0λ    και   0  

 Έχουμε λοιπόν 

     


























044

0

04)2(4

0

0

0
222 λβ

λ

βλλβ

λλ

 
 1
             (4) 

 Έτσι, λόγω των (2) και (4), έχουμε 
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λ
β

λλ

λ
β

λ
λ

λ
β

λβ

1

02

1

1
2

1

12 242
2

22

 

            



























1

1
     ή     

1

1
1

12

β

λ

β

λ

λ
β

λ
. 

 Άρα, υπάρχουν δύο κοινές εφαπτομένες του κύκλου και της παραβολής, οι 
ευθείες: 

1 xy    και   1 xy . 

 
 

ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ  3ου  ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 

 
 
1. (i) Η (1) γράφεται διαδοχικά: 

 1)2( 22  yxx   

     1)2( 2222   yxx  

                     2222 )1()(   yx  

 Άρα η (1) παριστάνει κύκλο με 
κέντρο )0,(K  και ακτίνα 

12   . 

 (ii) Θα θεωρήσουμε δύο από τους παραπάνω κύκλους και αφού βρούμε τα 
κοινά τους σημεία θα αποδείξουμε ότι κάθε άλλος κύκλος που ορίζεται από 
την εξίσωση (1) διέρχεται από τα σημεία αυτά. Για λ=0, λ=1 έχουμε τους 
κύκλους: 

       01: 22
0  yxC    και   012: 22

1  xyxC             (2) 

 αντιστοίχως. Τα σημεία τομής των κύκλων αυτών είναι οι λύσεις του 
συστήματος των εξισώσεων (2). Λύνουμε το σύστημα αυτό ως εξής: 





















02

1

012

01 22

22

22

x

yx

xyx

yx











0

12

x

y
















1

0
      ή       

1

0

y

x

y

x
 

y

 x

 A(0,1)

 B(0,-1)

 K(λ,0)
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 Άρα, οι κύκλοι 0C  και 1C  τέμνονται στα σημεία )1,0(A  και )1,0( B . Από 

τα σημεία αυτά διέρχονται όλοι οι κύκλοι που ορίζονται από την εξίσωση (1), 
αφού οι συντεταγμένες των Α και Β επαληθεύουν την (1) για κάθε R . 
Πράγματι 

 010210 22      και   0102)1(0 22   . 

 Η εξίσωση της κοινής χορδής είναι η 0x . 
 

2. (i) Ο κύκλος 1: 22
1  yxC  έχει κέντρο το )0,0(1K  και ακτίνα 11  , ενώ 

το κύκλος 222
2 2)2(:  yxC  έχει κέντρο το )0,2(2K  και ακτίνα 22  . 

Επομένως, αν ε είναι η ευθεία με εξίσωση βxλy  , τότε θα έχουμε 

και    

1

|2|

1

|02|
),(

1

||

1

|00|
),(

22
2

22
1





































Kd

Kd

            (1) 

(ii) Για να εφάπτεται η ε και στους δύο κύκλους πρέπει να αρκεί 

11 ),(  Kd    και   22 ),(  Kd  

Όμως: 

        







































12|2|

1||

2
1

|2|

1
1

||

),(

),(

2

2

2

2)1(

22

11

λβλ

λβ

λ

βλ
λ

β

ρεKd

ρεKd
  

      



















ββλββλ

λβ

ββλ

λβ
22    ή    22

1

|2||2|

1||
222

 

       












3

2
     ή     2

122

λ
βλβ

λβ
 

       

























3

2

(αδύνατη)    1
9

4

     ή     
2
3

1 2
2

2

λ
β

λ
λ

λβ

λ
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3

32

3

3

     ή     

3

32

3

3

β

λ

β

λ
. 

Άρα, υπάρχουν δύο κοινές εφαπτόμενες των κύκλων 1C  και 2C  οι: 

3

32

3

3
:1  xy    και   

3

32

3

3
:2  xy . 

(iii) Οι ευθείες 21 ,   είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα xx . Άρα 

τέμνονται πάνω στον xx  και, επειδή η 1  σχηματίζει με τον άξονα xx  

γωνία 030  (αφού 0
1 30εφ

3

3
 ), οι ευθείες 21 ,   σχηματίζουν γωνία 

060 . 
 

3. (i) Οι συντεταγμένες ),( 11 yx  και ),( 22 yx  των σημείων Α και Β είναι οι 

λύσεις του συστήματος 










xy

βxλy

42
. Η δεύτερη εξίσωση του συστήματος, 

λόγω της πρώτης, γράφεται 

xβxλβxλxβxλ 424)( 2222   

     0)2(2 222  βxλβxλ             (1) 

 Η εξίσωση αυτή είναι δευτεροβάθμια και έχει λύση, αν και μόνο αν 0 , 
δηλαδή, αν και μόνο αν 

      1λβ               (2) 

 Στην περίπτωση αυτή το μέσο Μ θα έχει συντεταγμένες 





2

21 xx
x

2

2

λ

λβ
             (3) 

και 










 β
λ

λβ
β

xx
λ

yy 2

22
2121y

λ

2
            (4) 

 (ii) α) Αν λ=1, λόγω των σχέσεων (2), (3) και (4), το σημείο Μ έχει 
συντεταγμένες 

 







2

1με,2

y

ββx
. 
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 Άρα, όταν το β μεταβάλλεται, τότε το Μ διαγράφει την ημιευθεία 

,1    με    ,2:0  xytM  

όπου 0M  το σημείο με συντεταγμένες (1,2) (Σχ. α). 

β) Αν β=0, λόγω των σχέσεων (3) και (4), το σημείο Μ έχει συντεταγμένες: 

*
2

,
2

2

R













λ

λ
y

λ
x

,    οπότε    














0,
2

2
2

y
y

λ

λ
x

    και άρα    








0

22

y

xy
. 

Επομένως, όταν το λ μεταβάλλεται, τότε το σημείο Μ διαγράφει την 

παραβολή xy 22   με εξαίρεση το σημείο Ο(0,0) (Σχ. β). 

 

 O

  M0(1,2)

 y2=4x
 (α)

 t

 y=2, x1

 x

 y

        

 O

y

 x

 (β)

 y2=2x

 y2=4x

 
 
 
4. Η ευθεία ζ, που διέρχεται από το σημείο )2,0( β  και έχει συντελεστή 

διεύθυνσης λ, έχει εξίσωση 

 βxλy 2 . 

 Επομένως τα σημεία MM ,  
έχουν συντεταγμένες 

 )2,( βλαα    και  )2,( βλαα  , 

 που είναι οι λύσεις των 
συστημάτων 

y

 x

Μ΄

 Μ

 Σ(0,2β)

 B(0,β)

 B΄(0,-β)

 ζ: y=λx+2β

 ε: x=α ε΄: x=-α

A (́-a,0)
 O

 A(a,0)
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αx

βxλy 2
   και   







αx

βxλy 2
 

 αντιστοίχως. Επομένως 

 (i) Ο κύκλος με διάμετρο MM   έχει κέντρο το )2,0(   και ακτίνα 

1)()( 222  λαλααρ  . Άρα έχει εξίσωση: 

          )1()2( 2222  λαβyx              (1) 

 (ii) Για να διέρχεται ο κύκλος αυτός από τις εστίες της έλλειψης αρκεί οι 
συντεταγμένες τους να τον επαληθεύουν. Αρκεί, δηλαδή, 

          )1()20( 2222  λαβγ              (2) 

 Όμως 

         22222 4)2( αλαβγ   

              22222 4βαγλα   

              2222 4ββλα   

              222 3βλα   

              3
α

β
λ   

 Επομένως ο κύκλος διέρχεται από τις εστίες, αν και μόνο αν 3
α

β
λ  . 

5. Για την έλλειψη 1
45 2

2

2

2


yx

 είναι α=5 και β=4. Επομένως γ=3, οπότε οι 

εστίες της έλλειψης είναι τα σημεία )0,3(E  και )0,3(E . Άρα, αν 

1
2

2

2

2


β

y

α

x
 είναι η εξίσωση της ζητούμενης υπερβολής, τότε θα ισχύει 

     93222  βα .              (1) 

 Για να εφάπτεται η υπερβολή της ευθείας 1 xy  αρκεί το σύστημα 

     












1

1

2

2

2

2

β

y

α

x

xy
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 να έχει διπλή λύση. Η δεύτερη εξίσωση του συστήματος, λόγω της πρώτης, 
γράφεται 

 222222
2

2

2

2

)1(
)1(

βαxαxβ
β

x

α

x



  

                0)1(2)( 222222  βαxαxαβ            (2) 

 Επομένως, αρκεί η εξίσωση (2) να είναι δευτεροβάθμια με διακρίνουσα Δ=0, 
δηλαδή αρκεί 

 022 αβ    και   0))(1(44 22224  αββαα  

 ή, ισοδύναμα, 

   αβ   (2)   και   0))(1( 2222  αββα    (3) 

 Όμως 

 00))(1( 2222422222  αβαββααββα  

          01 22  αβ  

          122  βα  

 Έτσι, έχουμε 

 
























4

5
οπότε,1

9

2

2
22

22

β

α

βα

βα

βα

  

 Άρα, η υπερβολή έχει εξίσωση 

 1
45

22


yx

 

  

6. Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας. 
Τότε, κατά τη χρονική στιγμή t το 

διάνυσμα 


1 , θα έχει διαγράψει γωνία 

tωφ , ενώ το διάνυσμα 


1B , θα έχει 

διαγράψει γωνία tωφ  . Επομένως, 

κατά τη χρονική στιγμή t το διάνυσμα 


1  θα έχει πάρει τη θέση 

 y

 x

 A1(4,0) B1(1,0)

 B(συν(-ωt),ημ(-ωt))

A(4συνωt,4ημωt)

 O  -φ

 φ
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)ημ4,συν4()ημ4,συν4( tωtωφφOA  , 

 ενώ το 


1OB , θα έχει πάρει τη θέση 

 


)ημ,συν())ημ(-),συν(-( tωtωφφOB  . 

 Έτσι, για τη συνισταμένη 


OM  των 

OA  και 


OB  θα ισχύει 

 
  

)ημ,συν()ημ4,συν4( tωtωtωtωOBOAOM   

            )ημ3,συν5( tωtω . 

 Άρα, το Μ θα διαγράψει την έλλειψη 1
35 2

2

2

2


yx

. 

 

7. (i) Αν )2,( αα  και )2,( ββ  , 0,  , είναι οι 

συντεταγμένες των 1M  και 2M  αντιστοίχως και 

),( yx  οι συντεταγμένες του μέσου Μ, τότε θα 

ισχύουν 

xβα 2    και   yβα  , 

 οπότε θα έχουμε 

    
2

2 yx
α


    και   

2

2 yx
β


 .             (1) 

 

 (ii) Το εμβαδόν του τριγώνου 21MOM  δίνεται από τον τύπο 

 
 

|),det(|
2

1
)( 2121 OMOMMOM   

        αβ
ββ

αα
2|

2

2
|

2

1



 . 

 Επομένως 

 1
2

2

2

2
12)( 21 







yxyx
αβMOM 1

21
44

2

2

2

2
22 

yx
yx ,   (2) 

 που παριστάνει υπερβολή. Όμως 0,  , οπότε 0x . Άρα το σημείο 

),( yxM  ανήκει στο δεξιό κλάδο της υπερβολής (2). 

y

 x

 y=-2x

y=2x

 M(x,y)

 M2(β,-2β)

 M1(a,2a)

 O
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8. Οι εξισώσεις των εφαπτομένων 1ε  

και 2ε  των 1C  και 2C  στα σημεία 

1  και 2  είναι: 

1:
2
1

2
1

1 
β

yy

α

xx
ε              (1) 

 και 

     1: 2
2

2
2

2  yyβxxαε           (2) 

αντιστοίχως. Επομένως οι 
συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ  των 1ε  και 2ε  είναι ίσοι με 

1
2

1
2

1
yα

xβ
λ     και   

2
2

2
2

2
yβ

xα
λ  , 

 οπότε θα ισχύει 

 
θxθxθ

xx

yy

xx
λλ

2
21

21

21

21
21

εφ

1

)εφ()εφ(



  

 αφού 11 )εφ( xθy    και  22 )εφ( xθy  . 

 
9. (i) Η διχοτόμος xy , 0x  της 

γωνίας 


xOy  τέμνει την έλλειψη 

στο σημείο ),( 111 xxM  με 

22
1

βα

αβ
x


 . 

 Επομένως, η εφαπτομένη 1  της 

έλλειψης στο σημείο ),( 111 xxM  

έχει εξίσωση 

 1
2
1

2
1 

β

yx

α

xx
 

 και άρα συντελεστή διεύθυνσης  
2

2

1
α

β
λ  . Επειδή 

2

1
1 λ , έχουμε 

              22
2

2

1 2
2

1

2

1
βα

α

β
λ    

y

 x

 y=(εφθ)x

 θ

 Γ1

 Γ2
 C2

 C1

 O

 

 y

 x

 y=λx

 y=x

 M1(x1,x1)

 M(t,λt)

 O
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             22222 2)(2    

             
2

2

2

2

2

1
2







 ε

α

γ

α

γ
  

 (ii) Αν ),( tt   είναι οι συντεταγμένες του Μ, τότε η εφαπτομένη της έλλειψης 

στο σημείο αυτό έχει εξίσωση 

 1
22


β

tλy

α

xt
 

 και άρα έχει συντελεστή διεύθυνσης 
2

2

λα

β
μ  . Όμως 222 γαβ  . 

Επομένως, 

 
λλ

ε
λα

γ

λλα

αγ
μ

2

1
1

2

21
)1(

1
1

1
2

2
2

2

22

















































 , 

οπότε 
2

1
λμ . 

 

10. (i) Έστω Μ το κέντρο και r η 
ακτίνα ενός από τους παραπάνω 
κύκλους C. Τότε θα έχουμε: 

      rRKMd ),(            (1) 

 και 

     rεMd ),( . 

 Επομένως, θα ισχύει 

 RεMdKMd  ),(),( . 

 Αν, τώρα, στο ημιεπίπεδο, ως προς 
ε, που δεν ανήκει το Κ φέρουμε ευθεία δ παράλληλη προς την ε και σε 
απόσταση R μονάδων, τότε θα ισχύει 

 ),(),(
)1(

KMdrRδMd  . 

 Άρα, το κέντρο Μ του κύκλου C θα ανήκει στην παραβολή που έχει εστία το 
Κ και διευθετούσα τη δ. 

 

 
 M3  M1  M

 M2

 R

 R

 C1

 C

ε δ

 r
 r

 R

 Κ
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 (ii) Έστω Μ το κέντρο και r η ακτίνα ενός 
από τους παραπάνω κύκλους C. Τότε θα 
έχουμε: 

      rRKMd  11 ),(  

 και 

     rRKMd  22 ),( . 

 Επομένως, θα ισχύει 

 2121 ),(),( RRKMdKMd     (σταθερό). 

 Άρα, το κέντρο Μ του κύκλου C θα ανήκει στην έλλειψη με εστίες τα σημεία 

1K  και 2K  και σταθερό άθροισμα 212 RR  . 

 (iii) Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι 21 RR  . Έστω Μ το 

κέντρο και r η ακτίνα ενός από τους παραπάνω κύκλους C. Τότε θα έχουμε: 

  rRKMd  11),(  

και 

 rRKMd  22 ),(  

 οπότε 

 0),(),( 2121  RRKMdKMd    

(σταθερό). 

 Άρα, το κέντρο Μ του κύκλου C θα 
ανήκει στο δεξιό κλάδο της υπερβολής με 
εστίες τα σημεία 1KE   και 2KE  και 

σταθερή διαφορά 02 21  RR . 

 

11. (i) Η εξίσωση της εφαπτομένης ε της έλλειψης 1
2

2

2

2



yx

 στο σημείο με 

συντεταγμένες )ημ,συν(),( 11 φβφαyx  είναι η 

    0)ημ()συν(1
ημσυν

22
 αβyφαxφβ

β

φβy

α

φαx
            (1) 

 (ii) Λόγω της (1) έχουμε: 

 
φαφβ

αβφβγ

φαφβ

αβφβγ
εEdεEd

22222222 ημσυν

|συν|

ημσυν

|συν|
),(),(









  

 C1

 r

 K2 K1

M1

 r

 M2

 M

 

 M2

 R2

 M

 r r

 R1

 M1

 K2 K1
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φαφβ

φγββα
2222

22222

ημσυν

|συν|




  

     
φαφγα

φγαβ
22222

2222

ημσυν)(

|συν|




  

     
φγφφα

φγα
β

22222

222
2

συν)ημσυν(

|συν|




  

     
φγα

φγα
β

222

222
2

συν

|συν|




  

     2 . 

 (iii) Η εφαπτομένη (1) τέμνει τους άξονες xx  και yy   στα σημεία 









0,

συνφ

α
A  και 








φ

β

ημ
,0 , εφόσον βέβαια είναι 0ημ φ  και 0συν φ , που 

συμβαίνει όταν το Μ δεν συμπίπτει με μια από τις κορυφές BBAA  ,,,  της 

έλλειψης. Το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ είναι ίσο με 

 
|2ημ|ημσυν2

1
))((

2

1
)(

φ

αβ

φ

β

φ

α
OBOAOAB  . 

 Επομένως, το εμβαδόν ελαχιστοποιείται, αν και μόνο αν 1|2ημ| φ  που 

συμβαίνει, αν και μόνο αν 
2

22
π

κπφ  , Zκ , ή, ισοδύναμα, 

Z κ
π

κπκ ,
4

. 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ   4 

 
 

4.1   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΠΑΓΩΓΗ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. (i) Έστω )(νP  η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε. 

 Η )(νP  αληθεύει για 1ν , αφού γράφεται 
6

321
12 

 , που είναι αληθής. 

     Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   
6

)12)(1(
...21 222 


ννν

ν    (1),   τότε 

 
6

)32)(2)(1(
)1(...21 2222 


ννν
νν . 

 Πράγματι, έχουμε: 

         2
)1(

2222 )1(
6

)12)(1(
)1(...21 


 ν

ννν
νν  

        
6

)]1(6)12()[1( 


νννν
 

        
6

)672)(1( 2 


ννν
 

        
6

)32)(2)(1( 


ννν
. 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν. 

(ii)  Έστω )(νP  η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε. 

 Η )(νP  αληθεύει για 1ν , αφού γράφεται 
2

3

2

21
1 






 

 , που είναι αληθής. 

     Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 
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 Αν   
2

333

2

)1(
...21 







 


νν
ν    (1),   τότε  

 
2

3333

2

)2)(1(
)1(...21 







 


νν
νν . 

 Πράγματι, έχουμε: 

         3
22)1(

3333 )1(
4

)1(
)1(...21 


 ν

νν
νν  

        
4

))1(4()1( 22 


ννν
 

        
4

)44()1( 22 


ννν
 

        
4

)2()1( 22 


νν
 

        
2

2

)2)(1(







 


νν
. 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν. 

 (iii) Έστω )(νP  η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 1ν , αφού γράφεται 
3

321
21


 , που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   
3

)2)(1(
)1(...3221




ννν
νν    (1),   τότε  

 
3

)3)(2)(1(
)2)(1()1(...3221




ννν
νννν . 

 Πράγματι, έχουμε: 

  )2)(1(
3

)2)(1(
)2)(1()1(...3221

)1(




 νν
ννν

νννν  

        
3

)3)(2)(1( 


ννν
. 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν. 
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 (iv) Έστω )(νP  η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 1ν , αφού γράφεται 
11

1

21

1





, που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   
1)1(

1
...

32

1

21

1










 ν

ν

νν
   (1),   τότε  

 
2

1

)2)(1(

1

)1(

1
...

32

1

21

1














 ν

ν

νννν
. 

 Πράγματι, έχουμε: 

         
)2)(1(

1

1)2)(1(

1

)1(

1
...

32

1

21

1 )1(
















 ννν

ν

νννν
 

                  
)2)(1(

1)2(





νν

νν
 

      
)2)(1(

)1( 2





νν

ν
 

      
2

1





ν

ν
. 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν. 

 

2. Έστω )(νP  η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 1ν , αφού γράφεται 
1

1
1





x

x
, που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν  
1

1
...1 12




 

x

x
xxx

ν
ν   (1),  τότε  

1

1
...1

1
12









x

x
xxxx

ν
νν . 

 Πράγματι, έχουμε: 

                ν
ν

νν x
x

x
xxxx 




 

1

1
...1

)1(
12  

      
1

1 1







x

xxx ννν

 

      
1

11







x

x ν
. 
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 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν. 

 ΣΧΟΛΙΟ Η ισότητα )(νP  είναι γνωστή από τη θεωρία πολυωνύμων, 

αφού το πολυώνυμο 1...21   xxx νν  είναι το πηλίκο της τέλειας 

διαίρεσης του 1νx  με το 1x . 

 

3. (i) Έστω )(νP  η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 3ν , αφού γράφεται 13232   που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   122  νν    (1),   τότε   1)1(2)1( 2  νν . 

 Πράγματι, έχουμε: 

 24121212)1(
)1(

22  νννννν  

 Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι 1)1(224  νν . Έχουμε: 

2

1
1232241)1(224  νννννν , 

 που ισχύει. 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο 3ν . 

 (ii) Έστω )(νP  η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 7ν , αφού γράφεται 7
3

4
7









, που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   ν
ν









3

4
   (1),  τότε   )1(

3

4
1











ν
ν

. 

 Πράγματι, έχουμε: 

 ν
νν

























3

4

3

4

3

4

3

4 )1(1

. 

 Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι 1
3

4
νν . Έχουμε: 
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33341
3

4
 ννννν , 

 που ισχύει γιατί 7ν . 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο 7ν . 

 (iii) Έστω )(νP  η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 1ν , αφού γράφεται 1551  , που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   155  νν    (1),   τότε   1)1(55 1  νν . 

 Πράγματι, έχουμε: 

 525)15(5555
)1(

1  νννν . 

 Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι 1)1(5525  νν . Έχουμε: 

20

9
455251)1(5525  ννννν , 

 που ισχύει.. 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν . 

  
 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Έστω )(νP  η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 4ν , αφού γράφεται 42!4   ή, ισοδύναμα, 

1624 , που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι, αν νν 2!  τότε και 12)!1(  νν . Πράγματι έχουμε 

διαδοχικά: 

 νν 2!  
νννν 2)1(!)1(   

    ννν 2)1()!1(   
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              νν 22)!1(  , αφού   21ν  γιατί 4ν  

              12)!1(  νν . 

 Επομένως, η ανισότητα αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο 4ν . 
 

2. Έστω )(νP  η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 1ν , αφού γράφεται 
1

1
2

1

1
2

 , που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   
νν

1
2

1
...

2

1

1

1
222

    (1),   τότε 

1

1
2

)1(

11
...

2

1

1

1
2222 





ννν

. 

 Πράγματι, αν και στα δύο μέλη της (1) προσθέσουμε το 
2)1(

1

ν
, έχουμε 

 
22222 )1(

11
2

)1(

11
...

2

1

1

1







νννν
. 

 Επομένως, αν δείξουμε ότι 

 
1

1
2

)1(

11
2

2 





ννν
, 

 τότε θα ισχύει το ζητούμενο. Έχουμε λοιπόν: 

)1(

1

)1(

11

)1(

1
2

)1(

11
2

22 











νννννν
 

            )1()1( 2  νννν  

            νννν  2)1()1(0  

            ννννν  120 22  

            10 ,       που ισχύει.. 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για όλους τους θετικούς ακέραιους ν . 
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3. Αρκεί να αποδείξουμε ότι ν
ν

ν
ν







 1

 για κάθε 3ν  ή, ισοδύναμα, ότι 

ν
ν

ν







 

1
1     για κάθε 3ν . 

 Έστω )(νP  η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η ανισότητα )(νP  αληθεύει για 3ν , αφού γίνεται 3
3

4
3









 ή, 

ισοδύναμα, 8164 , που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   ν
ν

ν







 

1
1    (1),   τότε   1

1

1
1

1














ν
ν

ν

. 

 Πράγματι, επειδή 1<
νν

1
1

1

1
1 


 έχουμε 

             





 






 






 













νννν

ννν
1

1
1

1
1

1
1

1
1

11

 

               





 

ν
ν

1
1         (λόγω της (1)) 

               1ν . 

 Άρα, η )(νP αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο 3ν . 

 
 

4.2  ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΑ  ΔΙΑΙΡΕΣΗ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
1. (i) Είναι: 611783   
 Άρα το πηλίκο είναι 7 και το υπόλοιπο 6. 

(ii)  Είναι: 511)8(611)7(83   

 Άρα το πηλίκο είναι 8  και το υπόλοιπο 5. 
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 (iii) Είναι: 6)11)(7(83   

 Άρα το πηλίκο είναι 7  και το υπόλοιπο 6. 

 (iv) Είναι: 5)11(86)11(783   

 Άρα το πηλίκο είναι 8 και το υπόλοιπο 5. 

 

2. (i) Κάθε ακέραιος α, σύμφωνα με την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης, 
παίρνει μια από τις παρακάτω μορφές 

λα 3    ή   13  λα    ή   23  λα  ,   Zλ . 

    Αν λα 3 , τότε  

 κλλα 3339 222  , όπου Z 23λκ . 

    Αν 13  λα , τότε  

 131)23(3169 222  κλλλλα ,   όπου   Z λλκ 23 2 . 

    Αν 23  λα , τότε  

131)143(3131294129 2222  κλλλλλλα , 

 όπου Z 143 2 λλκ . 

 (ii) Έχουμε 232)12(323656  λκκκα , όπου Ζ 12κλ . Το 

αντίστροφο δεν ισχύει, αφού οι αριθμοί της μορφής 23 λ , με κλ 2  
παίρνουν τη μορφή 26 κ  και όχι τη μορφή 56 κ . Για παράδειγμα, ο 
αριθμός 8, που είναι της μορφής 23 λ  με 2λ , δεν παίρνει τη μορφή 

56 κ , αφού 268  κ  με 1κ . 

 

3. Επειδή ο α είναι περιττός θα είναι της μορφής 12  κα , Zκ . Έτσι θα 
έχουμε: 

     
12

363612

12

1)52()32()12(

12

1)4()2( 2222222 





 κκκκκααα
 

       Z 332 κκ . 

 

4. Επειδή το άθροισμα δύο περιττών είναι άρτιος αριθμός, το άθροισμα άρτιου 
πλήθους περιττών αριθμών θα είναι άρτιος αριθμός. Όμως, οι αριθμοί 1,3 και 
5 είναι περιττοί. Άρα το άθροισμα δέκα προσθετέων, καθένας από τους 
οποίους είναι ίσος με 1 ή 3 ή 5, θα είναι άρτιος αριθμός και συνεπώς δε 
μπορεί να είναι ίσος με τον 25. 
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Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Αν υ είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 660 με τον β, τότε θα ισχύει 

 υβ17660 ,  με βυ0 , 

 οπότε 

          βυ 17660   και   βυ0   (1) 

 Έτσι έχουμε 









ββ

β
ββ

17660

176600
176600  

            








β

β

18660

66017
 

            
17

660

18

660
 β  

                         
17

14
38

18

12
36  β  

            37 β  ή  38β . 

 Αν 37β , τότε από τη σχέση (1) έχουμε ότι 31υ , ενώ 

 Αν 38β , τότε από τη σχέση (1) έχουμε ότι 14υ . 

 

2. Ας υποθέσουμε ότι η εξίσωση έχει μια τουλάχιστον ακέραια ρίζα, την ρx . 

Τότε θα ισχύει 

     02  γβραρ               (1) 

 Αν ο ρ είναι άρτιος, τότε και ο 2ρ  θα είναι άρτιος, οπότε ο βραρ 2  θα είναι 

άρτιος. Άρα, ο γβραρ 2  θα είναι περιττός, αφού το γ είναι περιττός. Αυτό 

όμως είναι άτοπο, λόγω της (1). 

 Αν ο ρ είναι περιττός, τότε και ο 2ρ  θα είναι περιττός, και, επειδή οι α, β 

είναι περιττοί, οι 2αρ  και βρ  θα είναι περιττοί. Άρα ο βραρ 2  θα είναι 

άρτιος, οπότε ο γβραρ 2  θα είναι περιττός, αφού ο γ είναι περιττός. Αυτό, 

όμως, είναι άτοπο λόγω της (1). 
 

3. Σύμφωνα με την εφαρμογή 2, οι 2α  και 2β  θα είναι της μορφής 
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       182  λα ,  Zλ    και 182  μβ ,  Nμ             (1) 

 Επομένως 

(i)  Z








)(
8

88

8

)18()18(

8

22

μλ
μλμλβα

 

(ii)  





16

2)18()18(

16

2 2244 μλβα
 

    Z


 )44(
16

16166464 22
22

μλμλ
μλμλ

. 

 

4. Αν υλκ 5 , 4,3,2,1,0υ  είναι η ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του κ 
με τον 5, τότε θα ισχύει 

5

43
3

5

4315

5

4)5(3

5

43 








 υ
λ

υλυλκ
. 

 Επομένως, ο 
5

43 κ
 είναι ακέραιος, αν και μόνο αν ο 

5

43 υ
 είναι ακέραιος. 

 Διακρίνουμε, λοιπόν, πέντε περιπτώσεις: 

  Αν 0υ , τότε Z


5

4

5

43υ
 

  Αν 1υ , τότε Z


5

7

5

43υ
 

  Αν 2υ , τότε Z


2
5

43υ
 

  Αν 3υ , τότε Z


5

13

5

43υ
 

  Αν 4υ , τότε Z


5

16

5

43υ
. 

 Άρα, ο 
5

43 κ
 είναι ακέραιος, αν και μόνο αν 2υ , δηλαδή, αν και μόνο αν 

ο κ είναι της μορφής 25  λκ , Zλ . 
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5. (i) Αν ο α είναι άρτιος, τότε θα είναι της μορφής κα 2 , Zκ , οπότε θα 

ισχύει λκκα 44)2( 222  , όπου Z 2κλ . 

 Αν ο α είναι περιττός, τότε θα είναι της μορφής 12  κα , Zκ , οπότε θα 

ισχύει 141)(4144)12( 2222  λκκκκκα , όπου Z )( 2 κκλ . 

 (ii) Επειδή οι α, β είναι περιττοί ακέραιοι, τα τετράγωνά τους θα είναι της 
μορφής 

 142  λα , Zλ    και    142  μβ , Zμ . 

 Επομένως, θα ισχύει 2)(422  μλβα , δηλαδή ο 22 βα   θα είναι της 

μορφής 

           2422  ρβα ,  Zρ              (1) 

 Αν υποθέσουμε ότι η εξίσωση 222 βαx   έχει ακέραια ρίζα γ, τότε θα 

ισχύει 222 βαγ  . Έτσι, λόγω της (1), το τετράγωνο του γ θα είναι της 

μορφής 242  ργ , που είναι άτοπο, σύμφωνα με το ερώτημα (i). 

(iii)  Καθένας από τους αριθμούς αυτούς είναι της μορφής 

 24 λ ,  Zλ  

 οπότε, σύμφωνα με το ερώτημα (i), δεν είναι τετράγωνο φυσικού αριθμού. 
 
 

4.3  ΔΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i) Είναι ίσο με το πηλίκο της ευκλείδειας διαίρεσης του 1000 με τον 5, 
δηλαδή ίσο με 200. 

 (ii) Είναι ίσο με το πηλίκο της ευκλείδειας διαίρεσης του 1000 με τον 25, 
δηλαδή ίσο με 40. 

 (iii) Είναι ίσο με το πηλίκο της ευκλείδειας διαίρεσης του 1000 με τον 125, 
δηλαδή ίσο με 8. 

 (iv) Είναι ίσο με το πηλίκο της ευκλείδειας διαίρεσης του 1000 με τον 625, 
δηλαδή ίσο με 1. 
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2. Επειδή βα |  και δγ| , θα υπάρχουν ακέραιοι κ, λ τέτοιοι ώστε καβ  και 

λγδ . Άρα ))(( αγκλβδ , οπότε βδαγ | . 

 

3. Επειδή )2(|11 α  και )35(|11 β , θα υπάρχουν ακέραιοι κ, λ τέτοιοι ώστε 

 κα 112    και   λβ 1135  . 

 Έτσι θα έχουμε 211  κα  και λβ 1135 , οπότε θα είναι 

 )3(11331111  λκλκβα  

 Άρα )(|11 βα . 

 

4. Έστω α, β δύο ακέραιοι με κβα 2 , Zκ  (άρτιος). Τότε θα ισχύει 

κβα 2 , οπότε θα είναι 

4πολ)(444)2( 22222222  κκββκκβββκββα . 

 

5. Ας υποθέσουμε ότι )1(| αm . Επειδή αm| , θα ισχύει ])1[(| ααm  , δηλαδή 

1|m . Αυτό, όμως, είναι άτοπο, αφού 1m . 

 

6. Διακρίνουμε τις παρακάτω δύο περιπτώσεις: 

 (α) Δύο τουλάχιστον από τους α,β,γ, είναι άρτιοι, έστω, για παράδειγμα, οι α 
και β. Τότε η διαφορά βα  θα είναι άρτιος, οπότε το γινόμενο 

))()(( αγγββα   θα διαιρείται με το 2. 

 (β) Δύο τουλάχιστον από τους α,β,γ είναι περιττοί, έστω, για παράδειγμα, οι α 
και β. Τότε η διαφορά βα  θα είναι άρτιος, οπότε το γινόμενο 

))()(( αγγββα   θα διαιρείται με τον 2. 

 
 
Β΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i) Επειδή ο α είναι περιττός θα είναι της μορφής 12  κα , Zκ . Έτσι, θα 
έχουμε 

141)(4144)12( 2222  λκκκκκα , όπου Z )( 2 κκλ  

(ii)  Επειδή ο α είναι περιττός, λόγω της (i), έχουμε 
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 32πολ32)2)(1(16)84)(44()7)(3(
2

22  μλλλλαα
μ


, 

 αφού το γινόμενο )2)(1(  λλ  είναι άρτιος αριθμός, ως γινόμενο δύο 

διαδοχικών ακέραιων. 
 

2. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 

    κα 2 , Zκ . Τότε 

4πολ24242 22  λκα ,   όπου  2κλ  

    12  κα , Zκ . Τότε 

πολ4343)(421442)12(2 2222  λκκκκκα
λ


. 

 

3. Έστω ότι οι διαδοχικοί θετικοί ακέραιοι α και 1α  είναι τετράγωνα 
ακεραίων. Τότε θα ισχύει 

2κα    και   2)1( λα  ,   για κάποιους *, Νλκ . 

 Επομένως, θα είναι 11 2  κα  και έτσι θα έχουμε: 

 11 2222  κλλκ  

             1))((  κλκλ  

             1 κλ   και  1κλ  

             1 λ  και 0κ ,  που είναι άτοπο. 
 

4. Επειδή αβ |  και οι α,β είναι θετικοί, θα υπάρχει θετικός ακέραιος ν, τέτοιος 

ώστε νβα , οπότε θα έχουμε 

)12(πολ]1)2(...)2()2()[12(1)2(1212 21 


 β

λ

βνβνββνβνβα

  
Z

. 

 

5. (i) Έστω 1α , α , 1α  τρεις διαδοχικοί ακέραιοι. Θα δείξουμε ότι 
)1()1(|6  ααα  ή, ισοδύναμα, ότι 

     αα 3|6 .              (1) 

 Αν υκα 6 , 5,4,3,2,1,0υ  είναι η ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του 
α με τον 6, τότε θα έχουμε 
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        )6()6( 33 υκυκαα   

    υκυυκυκκ  6)6(3)6(3)6( 3223  

    υυκκυυκκ
λ

 3223 )31836(6
  

 














 )(6 3 υυλ

 

6λ 
6λ 
6λ+6 
6λ+24 
6λ+60 
6λ+120 

=πολ6 
=πολ6 
=πολ6 
=πολ6 
=πολ6 
=πολ6 

, αν υ=0 
, αν υ=1 
, αν υ=2 
, αν υ=3 
, αν υ=4 
, αν υ=5 

 Άρα, πολ63 αα . 

 (ii) Είναι: 

 )]2()1)[(1()12)(1(  ααααααα  

        )2)(1()1()1(  αααααα  

        μλ
i

66
)(

           , Zμλ,  

        6πολ)(6  μλ . 

 (iii) Είναι:  

        )1)(4()43(43 223  ααααααααα  

        ]3)1[()1()4()1(  αααααα  

        ααααα
μλ


26

)1()1()1(   

        μλ
i

236
)(

        , Zμλ,  

        6πολ)(6  μλ . 

 

6. (i) Έστω )(νP  ο ισχυρισμός που θέλουμε να αποδείξουμε. 

    Για 0ν , ο ισχυρισμός γράφεται 0|3 , που είναι αληθής 

   Θα αποδείξουμε ότι αν ο )(νP  είναι αληθής, τότε και ο )1( νP  είναι 

αληθής. Δηλαδή: 

 Αν   )2(|3 3 νν     (1),   τότε   )]1(2)1[(|3 3  νν . 

 Πράγματι. 
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 22133)1(2)1( 233  νννννν  

          )1(3)2( 23  νννν  

          )1(33 2
)1(

 ννκ  

          3πολ)1(3 2  ννκ . 

 Άρα, ο )(νP  αληθεύει για κάθε Nν . 

 (ii) Έστω )(νP  ο ισχυρισμός που θέλουμε να αποδείξουμε. 

    Για 0ν , ο ισχυρισμός γράφεται 0|64 , που είναι αληθής 

   Θα αποδείξουμε ότι, αν ο )(νP  είναι αληθής, τότε και ο )1( νP  είναι 

αληθής. Δηλαδή: 

 Αν   )989(|64 1  νν    (2),  τότε   )9)1(89(|64 2  νν . 

 Πράγματι, λόγω της (2), υπάρχει Zκ  τέτοιος, ώστε 

         κνν 64989 1  ,   οπότε   98649 1  νκν             (3) 

 Έτσι, έχουμε 

                       178999)1(89 12   νν νν  

          178)9864(9
)3(

 ννκ  

          6464964  νκ  

          64πολ)19(64  νκ . 

 Άρα, ο )(νP  αληθεύει για κάθε Nν . 

 (iii) Έστω )(νP  ο ισχυρισμός που θέλουμε να αποδείξουμε. 

    Για 0ν , ο ισχυρισμός γράφεται 5|5 , που είναι αληθής 

   Θα αποδείξουμε ότι, αν ο )(νP  είναι αληθής, τότε και ο )1( νP  είναι 

αληθής. Δηλαδή: 

 Αν   )22273(|5 νν     (4),   τότε   )22273(|5 11   νν . 

 Πράγματι, λόγω της (4), υπάρχει Zκ  τέτοιος, ώστε 

         κνν 522273  ,   οπότε   νν κ 225273              (5) 

 Έτσι, έχουμε 
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                        2222727322273 11   νννν  

          ννκ 2427)225(
)5(

  

          ννκ 24254275   

          5πολ)21027(5  νκ . 

 Άρα, ο )(νP  αληθεύει για κάθε Nν . 

 (iv) Έστω )(νP  ο ισχυρισμός που θέλουμε να αποδείξουμε. 

    Για 0ν , ο ισχυρισμός γράφεται 14|14 , που είναι αληθής 

   Θα αποδείξουμε ότι, αν ο )(νP  είναι αληθής, τότε και ο )1( νP  είναι 

αληθής, δηλαδή: 

 Αν   )53(|14 1224   νν    (6),   τότε   )53(|14 3264   νν  

 Πράγματι, λόγω της (6), υπάρχει Zκ  τέτοιος, ώστε 

         κνν 1453 1224   ,   οπότε   1224 5143   νν κ             (7) 

 Έτσι, έχουμε 

                            1222443264 553353   νννν  

        122124
)7(

55)514(3   ννκ  

         1212 5255818114   ννκ  

         125568114  νκ  

         14πολ)5481(14 12  νκ . 

 Άρα, ο )(νP  αληθεύει για κάθε Nν . 

 

7. Επειδή )(|)( λβκαλκ  , για να δείξουμε ότι )(|)( κβλαλκ  , αρκεί να 

δείξουμε ότι )]()[(|)( κβλαλβκαλκ  . Έχουμε λοιπόν: 

)(πολ))(()()()()( λκβαλκβλκαλκκβλαλβκα  . 
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4.4  ΜΕΓΙΣΤΟΣ  ΚΟΙΝΟΣ  ΔΙΑΙΡΕΤΗΣ - ΕΛΑΧΙΣΤΟ 
         ΚΟΙΝΟ  ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΟ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. (i) Έχουμε διαδοχικά: 

             23562135  ,     οπότε      56213523   

               1023256  ,     οπότε      2325610   

               310223  ,       οπότε        102233   

               13310    ,       οπότε        33101   

    0133   

 Επομένως, έχουμε   (135,56)=1 και 

       )10223(31033101          233107   

          233)23256(7    2317567   

           )562135(17567  564113517   

 Άρα      5641135)17(1   

(ii) Έχουμε διαδοχικά: 

            12842180   ,         οπότε             84218012   

              012784   

 Επομένως  

 12)84,180(     και   84)2(180112   

 (iii) Είναι 12)84,180()84,180(  , οπότε, λόγω της (ii), έχουμε 

84)2()180)(1(12  . 

 (iv) Είναι 12)84,180()84,180(  , οπότε, λόγω της (ii), έχουμε 

)84(2)180)(1(12   

 

2. (i) Είναι 2)2,2()2,222()2,22(  κκκκκκ  
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(ii) Είναι 1)2,12()1212,12()12,12(  νννννν , αφού ο ακέραιος 

12 ν  είναι περιττός 

(iii) Λόγω της (ii) έχουμε: )12)(12(]12,12[  νννν  (Πόρισμα σελ. 158) 

(iv) Είναι )2,()2,22()2,2( ννν   και επειδή 2|)2,(ν  θα ισχύει 2|)2,2( ν  

(v) Λόγω της (ii) έχουμε )1(]1,[  νννν  (Πόρισμα σελ. 158) 

 

3. Έστω ),( βαδ . Τότε 

 



βδ

αδ

|

|
,  οπότε  








)(|

)(|

βαδ

βαδ
  και συνεπώς  ),(| βαβαδ  . Άρα ),( βαβαδ  , 

δηλαδή ),(),( βαβαβα  . 

 

4. Έστω ),( yxβαδ  . Τότε 

 







)(|

)(|

yxδ

βαδ
,  οπότε  








)(|

)(|

yβxβδ

xβxαδ
. Συνεπώς )(| yβxβxβxαδ  , οπότε 

)(| yβxαδ  . Όμως 1 yβxα . Άρα 1|δ , οπότε 1δ . 

 

5. (i) Έστω )54,32( βαβαδ  . Τότε 

 







)54(|

)32(|

βαδ

βαδ
,   οπότε   








)54(|

)64(|

βαδ

βαδ
.  Άρα   )6454(| βαβαδ  , οπότε βδ | . 

(ii) Έστω )54,32(  ααδ . Τότε 

 







)54(|

)32(|

αδ

αδ
,    οπότε    








)54(|

)64(|

αδ

αδ
.   Άρα )5464(|  ααδ , δηλαδή 1|δ , 

οπότε 1δ . 

 (iii) Έστω )37,25(|  ααδ . Τότε 

 







)37(|

)25(|

αδ

αδ
,    οπότε    








)1535(|

)1435(|

αδ

αδ
. Άρα )14351535(|  ααδ , δηλαδή 

1|δ , οπότε 1δ . 
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6. (i) Έστω 






 


2

)1(
,12

κκ
κδ . Τότε 

 









2

)1(
|

)12(|

κκ
δ

κδ
,   οπότε   











κκδ

κκδ

44|

24|
2

2

. Άρα )2444(| 22 κκκκδ  , οπότε κδ 2| .  

 Όμως )12(| κδ . Άρα )212(| κκδ  , οπότε 1|δ  και συνεπώς 1δ . 

(ii) Σύμφωνα με την εφαρμογή 1 σελ. 155, έχουμε 

     22),22(2)534()22,534( 22222  κκκκκκκκκκ  

         )22,1( 2  κκκ  

          )1(2)22(,1 2  κκκκκ  

         )23,1(  κκ  

          )1(3)23(,1  κκκ  

         1)1,1(  κ  

 

7. Είναι: 

      ),(,),,( βαβαβαβα   

           ),(, αβα ,           αφού ),(),(),( αβββαββαβ   

          ),(),,( βααβα   

 

8. (i) Είναι ),(),(),( ναανααναα  . Επομένως θέλουμε να ισχύει 

1),( να ,     για κάθε   *Nν . 

 Αυτό ισχύει μόνο όταν 1α , αφού για αν  από την παραπάνω ισότητα 
έχουμε 1),( αα  και συνεπώς 1α . 

 (ii) Είναι ),(),(),( ανννανναν  . Επομένως θέλουμε να ισχύει 

1),( αν ,    για κάθε   *Nν . 

 Αυτό ισχύει, όπως είδαμε πριν, μόνο για 1α . 

 
9. Έστω  ),(1 γαδ  .  Τότε  αδ |1   και  γδ |1   και  επειδή  )(| βαγ  ,  έχουμε  ότι  
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 )(|1 βαδ  . Έτσι αδ |1  και )(|1 βαδ  , οπότε βδ |1 . Άρα αδ |1  και βδ |1 , 

οπότε ),(|1 βαδ , δηλαδή 1|1δ , οπότε 11 δ . 

 Έστω ),(2 γβδ  . Τότε, ομοίως εργαζόμενοι, βρίσκουμε ότι 12 δ . 

 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i) Έστω ),( βαβαδ  . Τότε 

 







)(|

)(|

βαδ

βαδ
, οπότε  








βδ

αδ

2|

2|

)(

)(
 και άρα )2,2(| βαδ .  

 Όμως 212),(2)2,2(  βαβα . Επομένως 2|δ , οπότε 1δ  ή 2δ . 

 (ii) Έστω )2,2( βαβαδ  . Τότε 

 







)2(|

)2(|

βαδ

βαδ
, οπότε 








)]2()2(2[|

)]2()2(2[|

βαβαδ

βαβαδ
ή, ισοδύναμα, 





βδ

αδ

3|

3|
 και άρα 

)3,3(| βαδ .  Όμως  313),(3)3,3(  βαβα .  Επομένως 3|δ , οπότε 1δ  ή 

 3δ . 

 

2.  Επειδή 2)4,( α , ο αριθμός α θα διαιρείται με τον 2, αλλά όχι με τον 4. 

Επομένως, το υπόλοιπο της διαίρεσης του α  με το 4 θα είναι 2, δηλαδή ο α 
θα είναι της μορφής: 

Z κκα ,24 . 

 Επειδή 2)4,( β , ο αριθμός β θα διαιρείται με τον 2, αλλά όχι με τον 4. 

Επομένως ο β θα είναι της μορφής: 

Z λλβ ,24 . 

 Έτσι, θα έχουμε 

 4)1,1(4)4),1(4()4,(  λκλκβα . 

 

3. Για να απλοποιείται το κλάσμα 
75

32



ν

ν
, αρκεί ο ΜΚΔ των όρων του να είναι 

διαφορετικός της μονάδας. Έστω )75,32(  ννδ . Τότε 
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75|

32|

νδ

νδ
, οπότε )]75(2)32(5[|  ννδ . Άρα 1|δ , οπότε 1δ . Έτσι, το 

κλάσμα 
75

32



ν

ν
 είναι ανάγωγο για όλες τις τιμές του *Nν . 

 

4. Έστω xβαβα  ],[),( . Επειδή ),( βαx  θα ισχύει 

               αx|    και   βx|               (1) 

 και επειδή ],[ βαx , θα ισχύει 

               xα|    και   xβ |               (2) 

 Έτσι, από τις σχέσεις (1) και (2), έχουμε ότι αx   και βx , οπότε βα . 

Αντιστρόφως, αν βα , τότε αααβα  ),(),(  και αααβα  ],[],[ , οπότε 

],[),( βαβα  . 

 

5. Είναι 

23),( βα ,      532),( γβ       και      32),( 2 αγ . 

 Επομένως, από τη δεύτερη σχέση έχουμε ότι β|2 , ενώ από την τρίτη ότι 

α|2 . Έτσι, θα πρέπει ),(|2 βα , δηλαδή 23|2 , που είναι άτοπο. 

 

6. Είναι 

  1
δ

β
λ

δ

α
κδλβκα  

     1  λκ , όπου Z
δ

α  και Z
δ

β
 . 

 Έτσι, σύμφωνα με το πόρισμα 1, οι ακέραιοι κ, λ είναι πρώτοι μεταξύ τους. 
 

7. (i) Έστω ),( βαδ  και ),( κβαδ  . Τότε  

 



βδ

αδ

|

|
, οπότε 




κβδ

αδ

|

|
. Άρα ),(| κβαδ , δηλαδή δδ |              (1). 

 Επειδή 1),( κα , θα υπάρχουν Zyx,  τέτοιοι, ώστε 1 κyαx , οπότε 

     βκβyαβx  .              (2) 

 Έτσι, έχουμε 
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κβδ

αδ

|

|
, οπότε )(| κβyαβxδ   και άρα, λόγω της (2), βδ | . Συνεπώς 







βδ

αδ

|

|
, 

οπότε ),(| βαδ  , δηλαδή  δδ | .               (3) 

 Από (1) και (3) προκύπτει ότι δδ  , δηλαδή ),(),( βακβα  . 

(ii)  Είναι: 

],[
),(),(

],[
)1(

βακ
βα

αβ
κ

κβα

κβα
κβα 


 . 

 

8. Είναι: 

 ],[],,[],,,[ βδαδβγαγβδαδβγαγ   

           ],[],[],[,],[ δγβαδβαγβα  . 

 
 

4.5   ΠΡΩΤΟΙ  ΑΡΙΘΜΟΙ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Είναι 1110110  . Επομένως, για να είναι ο 101 πρώτος αρκεί να μην έχει 
θετικό πρώτο διαιρέτη μικρότερο του 11. Επειδή κανένας από τους πρώτους 
2, 3, 5, 7, που είναι μικρότεροι του 11, δεν διαιρεί τον 101, ο αριθμός 101 
είναι πρώτος. Αν εργαστούμε με τον ίδιο τρόπο, διαπιστώνουμε ότι οι 
αριθμοί 103, 107 και 113 είναι πρώτοι, ενώ οι 111 και 121 είναι σύνθετοι. 

 

2. Από το κόσκινο του Ερατοσθένη βρίσκουμε ότι 

 (i) 8α  αφού οι αριθμοί 8, 9, 10 είναι τρεις πρώτοι στη σειρά διαδοχικοί 
σύνθετοι αριθμοί. 

 (ii) 24α , αφού οι αριθμοί 24, 25, 26, 27 είναι τέσσερις πρώτοι στη σειρά 
διαδοχικοί σύνθετοι αριθμοί. 

 

3. (i) Επειδή βαβα   έχουμε 

























1

2

22

42

3

1
3))((

β

α

β

α

βα

βα
βαβα . 
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(ii)  Επειδή )2)(2(42  ααα  και 22  αα  έχουμε 

















5

3

2

12
)2)(2(42

p

α

pα

α
pααpα . 

 (iii) Επειδή )1)(1(12  aaa  και 11  aa και 3p , έχουμε 






















5

2

5

31

11

531)1)(1(15)1( 2

p

α

p

α

α

pααpα . 

 

4. Έχουμε 

              1313 22  νpνp  

    )1)(1(3  ννp  

    








pν

ν

1

31
   ή   








31

1

ν

pν
 

    








5

4

p

ν
       ή   








1

3

p

ν
 αδύνατο 

    








5

4

p

ν
. 

 

5. Έχουμε 

    pνννpν  1)1)(1(1 23  

            











pνν

ν

1

11
2

, αφού   112 νν  

            








7

2

p

ν
 

    pνννpν  1)1)(1(1 23  

           











11

1
2 νν

pν
, αφού  11ν  

           











0

1
2 νν

pν
 

           







1

2

ν

p
. 
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6. Οι α, β είναι της μορφής 

12  κα       και      12  λβ ,      *, Nλκ . 

 Επομένως 

24444144144)12()12( 22222222  λκλκλλκκλκβα  

         )12222(2 22  λκλκ , 

 που είναι σύνθετος, αφού είναι της μορφής 2μ, όπου 

112222 22  λκλκμ . 

 

7. Αν ναp| , τότε αp| , οπότε pκα , όπου Zκ . Άρα ννν pκα  , οπότε 
νν αp | . 

 

8. α΄ τρόπος: Έστω ότι 1),( νμ βα . Τότε θα υπάρχει θετικός πρώτος 

διαιρέτης p του ),( νμ βα . Άρα θα ισχύει 

 






ν

μ

βp

αp

|

|
, οπότε 





βp

αp

|

|
. Συνεπώς ),(| βαp , οπότε 1|p  και άρα 1p , που είναι 

άτοπο. 

 β΄  τρόπος: Επειδή 1),( βα , οι κανονικές μορφές των α και β δεν έχουν 

κοινό παράγοντα. Άρα και οι κανονικές μορφές των μα  και νβ δεν θα έχουν 

κοινό παράγοντα, οπότε θα ισχύει 1),( νμ βα . 

 

9. Εργαζόμαστε όπως και στο Γυμνάσιο: 

 

490 

245 

49 

7 

1 

2 

5 

7 

7 

1125 

375 

125 

25 

5 

1 

3 

3 

5 

5 

5 

2728 

1364 

682 

341 

31 

1 

2 

2 

2 

11 

31 

 Έτσι, έχουμε 

2752490  ,      32 531125  ,      311122728 3  . 
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 Επομένως, σύμφωνα με το συμπέρασμα της σελίδας 167, είναι 

1)2728,1125,490(        και      3111752]2728,1125,490[ 233  . 

 

10. Αν οι εκθέτες είναι όλοι άρτιοι, τότε θα είναι της μορφής 

κκ βαβαβα 2...,,2,2 2211  ,    όπου    *
21 ,...,, Nκβββ  

 οπότε θα ισχύει 

  22

21
22

2
2
1 ...... 2121 βppppppa κκ β

κ
βββ

κ
ββ  ,    όπου   κβ

κ
ββ pppβ ...21
21 . 

 Αντιστρόφως, έστω 2βα , όπου *Nβ . Τότε κάθε θετικός πρώτος διαιρέτης 

του β θα είναι και διαιρέτης του α. Επομένως, ο β θα έχει ως κανονική μορφή 
την 

κβ
κ

ββ pppβ ...21
21 . 

 Έτσι η ισότητα 2βα  γράφεται 

  κκκ β
κ

βββ
κ

ββα
κ

αα ppppppppp 22
2

2
1

2

2121 ......... 212121   

 οπότε έχουμε 11 2βα  , ,2 22 βα  …,  κκ βα 2 . Άρα όλοι οι εκθέτες της 

κανονικής μορφής του α θα είναι άρτιοι. 
 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i) Ας υποθέσουμε ότι 1),(  αββα . Τότε ο ),( αββα  θα έχει έναν, 

τουλάχιστον, θετικό πρώτο διαιρέτη, έστω τον p. Επομένως, θα ισχύει 

 


 

αβp

βαp

|

)(|
, οπότε 



 

αp

βαp

|

)(|
  ή  



 

βp

βαp

|

)(|
 

 και στις δύο περιπτώσεις θα έχουμε αp|  και βp| , οπότε ),(| βαp , δηλαδή 

1|p , που είναι άτοπο. 

 (ii) Ας υποθέσουμε ότι 1),( 22  αββα . Τότε ο ),( 22 αββα   θα έχει έναν, 

τουλάχιστον, θετικό πρώτο διαιρέτη, έστω τον p. Επομένως, θα ισχύει 

    




 

αβp

βαp

|

)(| 22

,    οπότε    




 

αp

βαp

|

)(| 22

  ή  




 

βp

βαp

|

)(| 22

. 

 Άρα    






αp

βp

|

| 2

    ή   






βp

αp

|

| 2

    οπότε    




αp

βp

|

|
    ή    





βp

αp

|

|
. 
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 Επομένως, και στις δύο περιπτώσεις θα έχουμε ),(| βαp , δηλαδή 1|p , που 

είναι άτοπο. 
 

2.   Υποθέτουμε ότι 1),( βγα  και θα δείξουμε ότι 1),( βα  και 1),( γα . Έστω 

ότι 1),( βα . Τότε ο ),( βα  θα έχει έναν, τουλάχιστον, θετικό πρώτο 

διαιρέτη, έστω τον p. Επομένως, θα ισχύει 

 




βp

αp

|

|
, οπότε 





βγp

αp

|

|
. Άρα ),(| βγαp , δηλαδή 1|p , που είναι άτοπο. 

 Ομοίως αποδεικνύεται ότι 1),( γα . 

   Υποθέτουμε ότι 1),(),(  γαβα  και θα δείξουμε ότι 1),( βγα . Έστω ότι 

1),( βγα . Τότε ο ),( βγα  θα έχει έναν, τουλάχιστον, θετικό πρώτο διαιρέτη, 

έστω τον p. Επομένως, θα ισχύει 

 




βγp

αp

|

|
, οπότε 





βp

αp

|

|
  ή  





γp

αp

|

|
. Άρα ),(| βαp  ή ),(| γαp , δηλαδή 1|p , που 

είναι άτοπο. 
 

3. Επειδή ppα ),( 2  και 23 ),( ppβ   οι ακέραιοι  α, β  θα είναι της μορφής: 

           pAα   με   Ap |    και   Bpβ 2    με   Bp |              (1) 

 Έτσι, θα έχουμε 

    33
)1(

3434 1),(),(),( pppABppABppαβ  , αφού ABp |  

    ppppBAppBppApβα  1),(),(),( 3424 , αφού )(| pBAp   

 

4. Έχουμε 

    )22)(22()2()2(4)44(4 222222244  νννννννννν  

               ]1)1[(]1)1[( 22  νν  

 Άρα ο 44 ν  είναι σύνθετος, αφού 11)1( 2 ν  και 11)1( 2 ν . 

    )122)(12(1)2(1)2(18 233  νννννν  

 Άρα )122)(12(18 2  νννν . 

 Όμως 18121  νν . Άρα ο 18 ν  είναι σύνθετος. 
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5. Επειδή 
34

43


β

α
, έχουμε βα 4334   (1). 

 Επομένως, β43|34  και επειδή 1)43,34(  , θα ισχύει β|34 . Άρα, υπάρχει 
*Nκ , τέτοιος ώστε κβ 34 , οπότε, λόγω της (1), θα είναι κα 43 . Έχουμε 

λοιπόν 

κα 43    και   κβ 34 ,    *Nκ , 

 οπότε 

κκκκβα  117773443 . 

 Άρα,ο αριθμός βα  είναι σύνθετος. 

 

6. Έστω p είναι θετικός πρώτος αριθμός. Τότε ο p θα είναι της μορφής: 

κp 3    ή   13  κp    ή   23  κp ,   *Nκ . 

    Αν κp 3 , *Nκ , επειδή ο p είναι πρώτος, θα είναι 1κ , οπότε θα 

έχουμε 3p , 52p  και 74p . Παρατηρούμε, δηλαδή, ότι και οι τρεις 

αριθμοί 4,2,  ppp  είναι πρώτοι. 

    Αν 13  κp , *Nκ , τότε θα είναι )1(3332  κκp , οπότε ο αριθμός 

2p  είναι σύνθετος. Άρα, δεν είναι και οι τρεις αριθμοί 2, pp και 4p  

πρώτοι. 

   Αν 23  κp , *Nκ , τότε θα είναι )2(3634  κκp , οπότε ο αριθμός 

4p  είναι σύνθετος. Άρα, δεν είναι και οι τρεις αριθμοί 2, pp  και 4p  

πρώτοι. Άρα, ο μοναδικός θετικός πρώτος p, για τον οποίο οι αριθμοί 
2, pp  και 4p  είναι και οι τρεις πρώτοι, είναι ο 3p . 

 

7. (i) α΄ τρόπος:   3)1(03 223  xxxxxx  

     1 x   και  312  xx ,  αφού xxx  12  
     1 x  

 β΄ τρόπος: Πιθανές θετικές ακέραιες λύσεις της εξίσωσης είναι οι θετικοί 
διαιρέτες του 3, δηλαδή οι αριθμοί 1 και 3. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι μόνο η 

1x  είναι λύση της εξίσωσης. 

(ii)  Είναι    )1(1121122  xxppxx . 
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 Όμως,  ο αριθμός  )1( xx   είναι  άρτιος.  Άρα,  ο  αριθμός  p  θα είναι 

άρτιος, 

οπότε θα είναι 2p . Έτσι η εξίσωση γράφεται 

01101122 22  xxxx  

          10 x   ή  11x  

 Επομένως, η θετική ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η 10x . 
 

8. Αν κppp ...,,, 21  οι κοινοί και μη κοινοί θετικοί πρώτοι παράγοντες των α και 

β, τότε θα ισχύει 

       κα
κ

αα pppα ...21
21    και   κβ

κ
ββ pppβ ...21
21              (1) 

 όπου κκ βββααα ,...,,,,...,, 2121  φυσικοί αριθμοί. Επομένως, θα είναι 

   κα
κ

αα pppα 22
2

2
1

2 ...21    και   κβ
κ

ββ pppβ 22
2

2
1

2 ...21             (2) 

 Επειδή 22 |αβ , λόγω της (2), θα ισχύει 

11 22 αβ  , 22 22 αβ  , …,  κκ αβ 22   

 οπότε, θα έχουμε 

11 αβ  ,  22 αβ  , …,  κκ αβ  . 

 Άρα, λόγω της (1), έχουμε ότι αβ | . 

 
 

4.6  Η  ΓΡΑΜΜΙΚΗ  ΔΙΟΦΑΝΤΙΚΗ  ΕΞΙΣΩΣΗ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i)  Είναι (4,6)=2, οπότε 5|)6,4(  . Άρα η εξίσωση 564  yx  δεν έχει 

ακέραιες λύσεις. 

 (ii) Είναι 2)6,4(  , οπότε 2|)6,4(  . Άρα η εξίσωση 264  yx  έχει 

ακέραιες λύσεις. 

 (iii) Είναι 1)5,3(  , οπότε κ|)5,3( . Άρα η εξίσωση κyx 53  έχει ακέραιες 

λύσεις. 
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 (iv) Είναι 1)1,( κκ , οπότε λκκ |)1,(  . Άρα η εξίσωση λyκxκ  )1(  έχει 

ακέραιες λύσεις. 

 (v) Για όλες τις ακέραιες τιμές των yx,  το πρώτο μέλος της εξίσωσης είναι 

άρτιος αριθμός, ενώ το δεύτερο μέλος περιττός. Άρα η εξίσωση 
1242  λyxκ  δεν έχει ακέραιες λύσεις. 

 

2. (i) Μια προφανής ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η )1,1(),( 00 yx . Άρα, οι 

ακέραιες λύσεις, ),( yx , της εξίσωσης δίνονται από τις σχέσεις 

tx 31    και   ty 21 ,   Zt . 

 (ii) Η εξίσωση 846  yx  γράφεται ισοδύναμα 

423  yx  

 και έχει μια προφανή λύση την )1,2(),( 00 yx . Άρα οι ακέραιες λύσεις, 

),( yx , της εξίσωσης δίνονται από τις σχέσεις 

tx 22    και   ty 31 ,   Zt . 

 (iii) Μια προφανής ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η )1,2(),( 00 yx . Άρα, 

οι ακέραιες λύσεις, ),( yx , της εξίσωσης δίνονται από τις σχέσεις 

tx 52    και   ty 71 ,   Zt . 

 (iv) Μια προφανής ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η )1,2(),( 00 yx . Άρα, 

οι ακέραιες λύσεις, ),( yx , της εξίσωσης δίνονται από τις σχέσεις 

tx 32    και   ty 51 ,   Zt . 

 

3. (i) Έχουμε 

1003)2637(330078111  yxyx  

       1002637  yx              (1) 

 Μια προφανής ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η )1,2(),( 00 yx . Επομένως, 

οι ακέραιες λύσεις, ),( yx , της εξίσωσης (1) δίνονται από τις σχέσεις 

tx 262    και   ty 371 ,   Zt . 

 Επειδή αναζητούμε τις θετικές ακέραιες λύσεις, έχουμε 
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 0
37

1

13

1

0371

0262

0

0

















tt
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x
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 Άρα, η μοναδική θετική ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η )1,2(),( yx . 

 (ii) Μια προφανής ακέραια λύση της εξίσωσης 783147  yx  είναι η 

)1,1(),( 00 yx . Επομένως, οι ακέραιες λύσεις ),( yx  της εξίσωσης (1) 

δίνονται από τις σχέσεις 

tx 311    και   ty 471 ,   Zt . 

 Επειδή αναζητούμε τις θετικές ακέραιες λύσεις, έχουμε 

 *

47

1
31

1

0471

0311

0

0
N






























t

t

t

t

t

y

x
. 

 Άρα, η εξίσωση έχει άπειρες θετικές ακέραιες λύσεις ),( yx . Αυτές δίνονται 

από τις σχέσεις 

tx 311    και   ty 471 ,   *Nt . 

 

4. (i) Η εξίσωση 1553  yx  δεν έχει θετικές ακέραιες λύσεις, αφού για όλους 

του θετικούς ακέραιους yx,  το πρώτο μέλος της εξίσωσης είναι θετικός 

αριθμός, ενώ το δεύτερο μέλος αρνητικός αριθμός.  

 (ii) Η εξίσωση 5078111  yx  δεν έχει θετικές ακέραιες λύσεις, αφού για 

όλους τους θετικούς ακέραιους yx,  ισχύει: 

 50189178111178111  yx . 

 (iii) Η εξίσωση 575  yx  δεν έχει θετικές ακέραιες λύσεις, αφού για όλους 

τους θετικούς ακέραιους yx,  ισχύει: 

512171575  yx . 

 

5. Έστω ότι αλλάζουμε το νόμισμα 10.000 δρχ. με x χιλιάρικα και y 
πεντακοσάρικα. Τότε θα ισχύει 100005001000  yx  ή, ισοδύναμα, 

   202  yx      (1)  ,       όπου 0,0  yx . 
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 Αναζητούμε, επομένως, τις μη αρνητικές λύσεις της (1). Μια προφανής 
ακέραια λύση της (1) είναι η )20,0(),( 00 yx . Επομένως, οι ακέραιες λύσεις, 

),( yx , της (1) δίνονται από τις σχέσεις 

tx 0    και   ty 220 ,   Zt . 

 Έτσι έχουμε 
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100
0220

0

0

0

















t
t

t

y

x
10,...,2,1,0 t . 

 Άρα, οι μη αρνητικές ακέραιες λύσεις της (1) είναι οι: 

   )20,0( , )18,1( , )16,2( , )14,3( , )12,4( , )10,5(  

   )8,6( ,   )6,7( ,  )4,8( ,   )2,9( ,  )0,10( . 

 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Αν καθένα από τα μεγάλα πακέτα περιέχει x σαπούνια και καθένα από τα 

μικρά πακέτα περιέχει y σαπούνια, τότε θα ισχύει 

    224319  yx    και   0 yx              (1) 

 Αναζητούμε, επομένως, θετικές ακέραιες λύσεις της εξίσωσης (1). Επειδή 
1)3,19(  , η εξίσωση (1) έχει ακέραιες λύσεις. Αρχικά βρίσκουμε μια ειδική 

λύση της (1) ως εξής: 

 Γράφουμε τον 1)3,19(   ως γραμμικό συνδυασμό των 19 και 3: 

     1)6(3119                (2) 

 Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της (2) με 224: 

224)1344(322419   

 Άρα μια ειδική λύση της (1) είναι η )1344,224(),( 00 yx . Επομένως οι 

ακέραιες λύσεις της (1) δίνονται από τους τύπους 

       tx 3224    και   ty 191344 ,    Zt              (3) 

 Από τις λύσεις αυτές θα βρούμε εκείνες για τις οποίες ισχύει 0x  και 0y . 

 Έχουμε 

73,706,74

19

1344
3

224

0191344

03224

0

0































t

t

t

t

t

y

x
 

   71t    ή   72t    ή   73t    ή   74t . 

 Επομένως, οι αντίστοιχες τιμές των x και y δίνονται από τον πίνακα 
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x 11  8 5 2  

y  5  24  43  62  

 και επειδή yx , θα είναι )5,11(),( yx . 

 

2. Αναζητούμε θετικούς ακέραιους x και y για τους οποίους ισχύει 

     100117  yx               (1) 

 Επειδή 1)11,7(  , η εξίσωση (1) έχει ακέραιες λύσεις. Αρχικά βρίσκουμε μια 

ειδική λύση της (1) ως εξής: 

 Γράφουμε τον 1)11,7(   ως γραμμικό συνδυασμό των 7 και 11: 

     1211)3(7                (2) 

 Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της (2) με 100: 

10020011)300(7   

 Άρα μια ειδική λύση της (1) είναι η )200,300(),( 00 yx . Επομένως οι 

ακέραιες λύσεις της (1) δίνονται από τους τύπους: 

         tx 11300    και   ty 7200 ,   Zt              (3) 

 Θα βρούμε τώρα τις θετικές λύσεις της (1). Έχουμε λοιπόν 

28
7

200

11

300

07200

011300

0

0

















tt
t

t

y

x
. 

 Επομένως, η εξίσωση έχει μια μόνο θετική λύση την )4,8(),( yx . Άρα 

445641187100  . 

 

3. Έστω ),( βαδ . Επειδή γδ |  η εξίσωση έχει ακέραιες λύσεις. Αν ),( 00 yx  

είναι μια ακέραια λύση της εξίσωσης, τότε οι ακέραιες λύσεις της, ),( yx , θα 

δίνονται από τις σχέσεις 

t
δ

β
xx  0    και   t

δ

α
yy  0 ,   Zt . 

 Ας θεωρήσουμε τώρα δύο λύσεις ),( 11 yx  και ),( 22 yx  της εξίσωσης. Τότε 
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202
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t
δ
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yy
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xx

     (2),    όπου   Z21,tt  

 οπότε, η απόσταση των ),( 11 yxA  και ),( 22 yxB  θα είναι ίση με 

2
122

2
2

122

2
2

12
2

12 )()()()()( tt
δ

α
tt

δ

β
yyxxAB   

             
δ

βα
tt

22

12 ||


 . 

 Επομένως, η απόσταση (ΑΒ) ελαχιστοποιείται, όταν ελαχιστοποιηθεί η 
παράσταση || 12 tt  . Αυτό συμβαίνει όταν 1|| 12 tt , οπότε η ελάχιστη 

απόσταση ανάμεσα σε δύο διαφορετικά σημεία της ευθείας γyβxα   με 

ακέραιες συντεταγμένες είναι ίση με 
δ

βα 22 
. 

 

4. (i) Η εξίσωση αβyβxα   έχει ακέραιες λύσεις, αφού 1),( βα . Μια 

προφανής λύση της είναι η )0,(),( 00 βyx  . Άρα, οι λύσεις, ),( yx , της 

εξίσωσης δίνονται από τους τύπους 

tββx     και   tαy  ,   όπου   Zt . 

 Ας υποθέσουμε ότι η εξίσωση έχει θετικές λύσεις, τότε θα ισχύει 

01
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, 

 που είναι αδύνατο, αφού Zt . Άρα, η εξίσωση δεν έχει θετικές ακέραιες 
λύσεις. 

 (ii) Η εξίσωση αβyβxα 2  έχει ακέραιες λύσεις, αφού 1),( βα . Μια 

προφανής λύση της εξίσωσης είναι η ),(),( 00 αβyx  . Επομένως, οι λύσεις, 

),( yx , της εξίσωσης δίνονται από τους τύπους: 

tββx     και   tααy  ,   όπου   Zt . 

 Αναζητούμε θετικές λύσεις της εξίσωσης. Άρα θέλουμε να ισχύει 

011
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 Άρα, μοναδική θετική λύση της εξίσωσης είναι η ),( αβ . 



 156

5. Έστω *, Nyx  οι αριθμητές των κλασμάτων. Τότε θα ισχύει 

      
91

33

137


yx
,   ή,  ισοδύναμα,   33713  yx .            (1) 

 Αναζητούμε, επομένως, τις θετικές ακέραιες λύσεις της εξίσωσης (1). Επειδή 
1)7,13(  , η (1) έχει ακέραιες λύσεις. Μια ειδική της λύση είναι η )66,33( . 

Άρα, οι ακέραιες λύσεις, ),( yx , της (1) δίνονται από τους τύπους 

tx 733    και   ty 1366 ,   όπου   Zt . 

 Έτσι έχουμε 

5
13

66

7

33

01366

0733

0

0

















tt
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x
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 Άρα 2x  και 1y  και επομένως 
13

1

7

2

91

33
 . 

 
 

4.7   ΙΣΟΫΠΟΛΟΙΠΟΙ  ΑΡΙΘΜΟΙ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Για τα στοιχεία του συνόλου Α έχουμε: 

   57433  ,  οπότε   )7(mod533  

 47)3(17  , οπότε )7(mod417  

   27323  ,  οπότε   )7(mod223  

   07535  ,  οπότε   )7(mod035  

   67541  ,  οπότε   )7(mod641  

 17)3(20  , οπότε )7(mod120  

 

2. (i) Αληθής για κάθε Zκ , αφού 3πολ151)115(  κκ  

 (ii) Αληθής για κάθε Zκ , αφού 5πολ5154)115(  κκ  

 (iii) Δεν αληθεύει για κάθε Zκ , αφού 41)5( 22  κκ  που δεν είναι 

πολλαπλάσιο του 4 όταν ο κ είναι περιττός. 
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 (iv) Αληθής για κάθε *Nm . Πράγματι είναι )(mod11 mm   οπότε 

)(mod11)1( 33 mm  . 

 

3. Είναι 

         















10010

,611

10010

)11(mod6

α

κκα

α

α Z
           

)2(

)1(
 

 Η (2), λόγω της (1) γράφεται 

9411410061110  κκ  

              
11

94

11

4
 κ  

              8,...,2,1κ , 
 οπότε, από την (1) παίρνουμε 

94,83,72,61,50,39,28,17α . 

 

4. (i) Έστω α ένας από τους ζητούμενους θετικούς ακέραιους. Τότε θα ισχύει 

    )3(mod2α    και   )4(mod1α              (1) 

 οπότε θα υπάρχουν Zyx,  τέτοιοι ώστε 

       23  xα    και   14  yα              (2) 

 οπότε 1423  yx  και άρα 

       143  yx               (3) 

 Μια προφανής ακέραια λύση της (3) είναι η )1,1(),( 00 yx . Άρα, οι ακέραιες 

λύσεις της, ),( yx , δίνονται από τις σχέσεις 

tx 41    και   ty 31 ,   Zt . 

 Επομένως, λόγω της (2), θα είναι 

512  tα ,   Zt . 

 Όμως ο α είναι διψήφιος. Άρα θα ισχύει 

1005121010010  tα  

       95125  t  

       
12

95

12

5
 t  

       7,6,5,4,3,2,1 t  
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 Άρα, οι πιθανές τιμές του α είναι οι 

89,77,65,53,41,29,17 . 

 Οι τιμές αυτές είναι όλες δεκτές, αφού ικανοποιούν τις (2). 

 (ii) Αν )4(mod3α  και )6(mod4α , τότε θα ισχύει 

34  xα    και   46  yα ,   όπου   Zyx,  

 οπότε θα έχουμε 4634  yx  ή, ισοδύναμα, 

164  yx  

 Η εξίσωση, όμως, αυτή είναι αδύνατη αφού 2)6,4(   και 1|2  . Άρα, το 

πρόβλημα δεν έχει λύση. 
 

5. (i) Επειδή )7(mod1823   και 1333100  , έχουμε 

)7(mod2212)2(22 333331333100    

 Άρα το ζητούμενο υπόλοιπο είναι ίσο με 2. 

 (ii) Επειδή )8(mod19 , έχουμε )8(mod119 100100  . Άρα το ζητούμενο 

υπόλοιπο είναι ίσο με 1. 

 (iii) Επειδή )7(mod12733   και 66631998  , έχουμε 

)7(mod1)1()3(3 66666631998   

 Άρα το ζητούμενο υπόλοιπο είναι ίσο με 1. 

 (iv) Επειδή )26(mod12552   και 100222004  , έχουμε 

)26(mod1)1()5(5 1002100222004   

 Άρα το ζητούμενο υπόλοιπο είναι ίσο με 1. 
 

6. (i) Επειδή )8(mod12552  , έχουμε 

)8(mod0871717)5(75 22  ννν . 

 Άρα )75(|8 2 ν . 
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 (ii) Είναι 

      νννν 2732232 131    

    )5(mod2322 νν  ,  αφού  )5(mod227  

    )5(mod25 ν  

    )5(mod0 . 

 Άρα )32(|5 131   νν . 

 (iii) Είναι )15(mod11624  . Άρα )15(mod0111)2(12 44  ννν . 

 (iv) Είναι 

    νννν 25541652 1242    

   )21(mod454)5( νν  ,  αφού  







)21(mod425

)21(mod516
 

   )21(mod40 ν  

   )21(mod0 . 

 Άρα )52(|21 1242   νν . 

 

7. (i) Αρκεί να βρούμε το υπόλοιπο της διαίρεσης του 19983  με το 10. Είναι 

)10(mod1932   και 99921998  . Επομένως 

)10(mod91)1()3(3 99999921998  . 

 Άρα το τελευταίο ψηφίο του 19983  είναι το 9. 

 (ii) Αρκεί να βρούμε το υπόλοιπο της διαίρεσης του 20037  με το 100. Είναι 

)100(mod122017 4   και 350042003  . Επομένως 

          50043350042003 )7(777    

                 )100(mod143 500 ,   αφού   )100(mod4334373   

    )100(mod43  

 Άρα, το τελευταίο διψήφιο τμήμα του αριθμού 20037  είναι το 43. 
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Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 

1. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει Zβ  τέτοιος ώστε 213 βα  . Τότε θα ισχύει 

)3(mod12 β , οπότε 

      )3(mod22 β               (1) 

 Όμως, )3(mod2,1,0β , οπότε )3(mod1,02 β , που αντίκειται στην (1). 

 

2. Ο αριθμός p είναι της μορφής υκp 10 , 9...,,1,0υ . Επειδή, όμως, είναι 

πρώτος και μεγαλύτερος του 5, θα είναι της μορφής 110  κp  ή 310  κp  

ή 710  κp  ή 910  κp , Nκ . Επομένως, θα ισχύει )10(mod9,7,3,1p  

οπότε      )10(mod9,12 p       ή, ισοδύναμα,       )10(mod1,12 p , 

 που σημαίνει ότι 

)10(mod012 p    ή   )10(mod012 p  

 και άρα )1(|10 2 p    ή   )1(|10 2 p . 

 

3. α΄ τρόπος: Είναι )2)(3(62  αααα . Επομένως 

          )2)(3(|5)6(|5 2  αααα  

    )3(|5  α    ή   )2(|5 α  

    κα 53 , Zκ    ή   λα 52 , Zλ  

    35  κα , Zκ    ή   25  λα , Zλ  

    25  λα , Zλ , 

 αφού ο 35  κα , Zκ  γράφεται 252)1(5  λκα , 1κλ . 

 β΄  τρόπος: Αν υ είναι το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του α με τον 
5 τότε θα ισχύει )5(modυα , οπότε 

)5(mod66 22  υυαα . 

 Επομένως: 

 Αν 0υ ,  τότε  )5(mod4662 αα , οπότε  )6(|5 2  αα  

 Αν 1υ ,  τότε  )5(mod1462 αα ,  οπότε  )6(|5 2  αα  
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 Αν 2υ ,  τότε  )5(mod062 αα ,       οπότε  )6(|5 2 αα  

 Αν 3υ ,  τότε  )5(mod1662 αα ,    οπότε  )6(|5 2  αα  

 Αν 4υ ,  τότε  )5(mod41462 αα ,  οπότε  )6(|5 2  αα  

Άρα, ισχύει )6(|5 2 αα  μόνο όταν )5(mod2α , δηλαδή, μόνο όταν ο α 

είναι της μορφής Z λλα ,25 . 

 

4. α΄ τρόπος: Επειδή )2(mod1x  και )3(mod2x , θα ισχύει 

)2(mod021 x    και   )3(mod01x . 

 Επομένως, )1(|2 x  και )1(|3 x , οπότε )1(|32  x , αφού 1)3,2(  . Άρα 

)1(|6 x , οπότε κx 61 , Zκ  και συνεπώς 16  κx , Zκ . 

 β΄ τρόπος: (Βλέπε άσκηση 4(i) Α΄  Ομάδας). 
 

5. (i) α΄ τρόπος:   Αρκεί να δείξουμε ότι )6(mod03 αα . Πράγματι, επειδή 

)6(modυα , 6,5,4,3,2,1,0υ , έχουμε 

)6(mod33 υυαα   

 Επομένως: 

  Αν 0υ ,  τότε  )6(mod03 aα  

  Αν 1υ ,  τότε  )6(mod03 aα  

  Αν 2υ , τότε  )6(mod063 aα  

  Αν 3υ , τότε  )6(mod0243 aα  

  Αν 4υ , τότε  )6(mod0603 aα  

  Αν 5υ , τότε  )6(mod01203 aα  

 Σε όλες τις περιπτώσεις είναι )6(mod03 αα . 

 β΄  τρόπος: Αρκεί να δείξουμε ότι )(|6 3 αα  . Επειδή 326   και 1)3,2(  , 

αρκεί να δείξουμε ότι )(|2 3 αα   και )(|3 3 αα  , που αποδεικνύεται εύκολα. 

 (ii) Αρκεί να δείξουμε ότι )(|10 5 αα  . Επειδή 5210   και 1)5,2(  , αρκεί να 

δείξουμε ότι )(|2 5 αα   και )(|5 5 αα  . Πράγματι 
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   Επειδή )2(modυα , όπου 1,0υ , θα ισχύει )2(mod055  υυαα .Άρα 

)(|2 5 αα  , οπότε 

  Αν 0υ ,  τότε  )2(mod05 aα  

  Αν 1υ ,  τότε  )2(mod05 aα  

   Επειδή )5(modυα , όπου 4,3,2,1,0υ , θα ισχύει )5(mod055  υυαα  

 Επομένως: 

  Αν 0υ ,  τότε  )5(mod05 aα  

  Αν 1υ ,  τότε  )5(mod05 aα  

  Αν 2υ , τότε  )5(mod0305 aα  

  Αν 3υ , τότε  )5(mod02405 aα  

  Αν 4υ , τότε  )5(mod010204 aα  

 Σε όλες τις περιπτώσεις είναι )5(mod05 aα , οπότε )(|5 5 αα  . 

 

6. (i) Έχουμε 



 

mn

mβα

|

)(mod
,   οπότε   



 

mn

βαm

|

)(|
. 

 Άρα )(| βαn  , συνεπώς )(modnβα . 

 (ii) Έχουμε 








1),(

)(mod

nm

mβnαn
,   οπότε   







1),(

)(|

nm

βαnm
. 

 Άρα )(| βαm  , οπότε )(modmβα . 

 

7. Επειδή   )(modmβα , θα ισχύει 

βmλα  ,   όπου   Zλ . 

 Επομένως 

),(),(),(),( mβmmλβmλmβmλmα  . 
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8. (i) Επειδή   13339    και  1)13,3(  , αρκεί να δείξουμε ότι 

   )10353(|3 53103     και   )10353(|13 53103  . 

 Πράγματι 

    Επειδή  118353    και   1343103  , έχουμε 

)3(mod153     και   )3(mod1103  

 οπότε )3(mod01)1(10353 5310353103  . Άρα )10353(|3 53103  . 

    Επειδή  141353    και   1813103  , έχουμε 

)13(mod153    και   )13(mod1103   

 οπότε )13(mod0)1(110353 5310353103  . Άρα )10353(|13 53103  . 

 (ii) Επειδή  1167111    και  4477333  , έχουμε 

)7(mod1111     και   )7(mod4333  

 οπότε 

 )7(mod4)1(333111 111333111333   

       )7(mod)4(1 373  

       )7(mod641 37  

       )7(mod11 37 ,   γιατί   )7(mod164  

       )7(mod11  

       )7(mod0 . 

 Άρα  )333111(|7 111333  . 

 

9. Επειδή   )5(modυα , όπου 4,3,2,1,0υ , έχουμε  )5(mod22 υα  , οπότε 

          )5(mod4,1,02 α               (1) 

    Άν υποθέτουμε ότι Qν 25 , τότε θα ισχύει 

225 αν  ,   όπου   *Nα  

 οπότε  )5(mod22 α ,  που είναι άτοπο, λόγω της (1). 
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    Άν υποθέτουμε ότι Qν 35 , τότε θα ισχύει 

235 αν  ,   όπου   *Nα  

 οπότε  )5(mod32 α ,  που είναι άτοπο, λόγω της (1). 

 

10. Επειδή ο p είναι πρώτος και μεγαλύτερος του 3, θα έχει μία από τις παρακάτω 
μορφές: 

13  κp ,  *Nκ    ή   23  κp ,  *Nκ , 

 οπότε θα ισχύει 

)3(mod1p    ή   )3(mod2p . 

 Έτσι, θα έχουμε 

)3(mod1122 p    ή   )3(mod1222 p . 

 Δηλαδή και στις δύο περιπτώσεις είναι )3(mod12 p . Επομένως: 

    Έχουμε )3(mod02122 p , οπότε 3πολ22 p . Άρα ο 22 p  είναι 

σύνθετος, αφού είναι πολλαπλάσιο του 3 και δεν είναι ίσος με 3. 

   Έχουμε )3(mod01112
3

2
2

2
1  ppp , οπότε 3πολ3

3
2
2

2
1  ppp . Άρα 

ο 2
3

2
2

2
1 ppp   είναι σύνθετος, αφού είναι πολλαπλάσιο του 3 και δεν είναι 

ίσος με 3. 
 

11. Επειδή 8324   και 1)8,3(  , αρκεί να δείξουμε ότι )(|8 22 qp   και 

)(|3 22 qp  . 

    Σύμφωνα με την εφαρμογή 2 της §1.2, επειδή οι qp,  είναι περιττοί τα 

τετράγωνά τους θα είναι της μορφής 

182  κp ,  *Nκ    και   182  λq ,  *Nλ . 

 Επομένως, θα ισχύει )8(mod12 p  και )8(mod12 q , οπότε θα έχουμε 

)8(mod022 qp  και άρα )(|8 22 qp  . 

    Σύμφωνα με την προηγούμενη άσκηση, επειδή οι qp,  είναι πρώτοι και 

μεγαλύτεροι του 3, θα ισχύει )3(mod12 p  και )3(mod12 q , οπότε θα 

έχουμε 
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)3(mod022 qp    και άρα   )(|3 22 qp  . 

 

12.    Επειδή )10(mod777 , έχουμε 

)10(mod777 7777  . 

 Όμως )10(mod1497 2   και 138277  . Επομένως 

)10(mod7)1(7)7(77 3838277   

 οπότε    )10(mod77777  . 

 Άρα, το ψηφίο των μονάδων του 7777  είναι το 7. 

    Επειδή )10(mod3333 , έχουμε 

)10(mod3333 333333  . 

 Όμως )10(mod1932   και 11662333  . Επομένως 

)10(mod3)1(3)3(33 1661662333   

 οπότε    )10(mod3333333  . 

 Άρα, το ψηφίο των μονάδων του 333333  είναι το 3. 
 

13. Επειδή )3(mod12  , έχουμε 

     )3(mod1)1()1(122 1997199919971999   

     )3(mod111   

     )3(mod03  

 Άρα 3πολ122 19971999   και επειδή 3122 19971999  , ο αριθμός 

122 19971999   είναι σύνθετος. 
 
 

ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ  4ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 

 
 

1. Έστω )1(...,,2,1,  ναααα , ν-διαδοχικοί ακέραιοι. Θα αποδείξουμε ότι 

ακριβώς ένας από αυτούς είναι πολλαπλάσιο του ν. Έστω υκνα  , νυ0  
η ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του α με τον  ν. 
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  Αν 0υ , τότε ο α είναι πολλαπλάσιο του ν, αφού κνα  

  Αν 0υ , τότε ο )( υνα   είναι πολλαπλάσιο του ν, αφού 

νκυνυκνυνα )1()(  . 

 Άρα, σε κάθε περίπτωση, ένας τουλάχιστον από τους αριθμούς 
 αααα ...,,2,1, )1( ν  είναι πολλαπλάσιο του ν. Θα δείξουμε τώρα ότι 

ακριβώς ένας είναι πολλαπλάσιο του ν. Ας υποθέσουμε ότι δύο τουλάχιστον 
από τους παραπάνω αριθμούς είναι πολλαπλάσια του ν, για παράδειγμα οι 

κα    και   λα ,   όπου   10  νλκ . 

 Τότε )(| λαν   και )(| καv  , οπότε )]()[(| καλαν  , δηλαδή )(| κλν  , που 

είναι άτοπο, αφού νκλ 0 . 
 

2. Επειδή 
6

3

8

2 


 βα
, έχουμε )3(8)2(6  βα , οπότε )3(4)2(3  βα     (1) 

 Άρα )3(4|3 β , οπότε )3(|3 β  και άρα β|3 . Επομένως, κβ 3 , *Nκ , 

οπότε από την (1) βρίσκουμε ότι 24  κα , *Nκ . Έχουμε δηλαδή 

    24  κα    και   κβ 3 ,   *Nκ              (1) 

 οπότε η αρχική σχέση γράφεται 
4

10

2

1





γ

κ
 ή ισοδύναμα 

     20)4)(1(  γκ .              (2) 

 Επειδή 1κ  και 1γ  θα είναι 21κ  και 54γ , οπότε λόγω της (2), θα 

έχουμε: 








104

21

γ

κ
   ή   








54

41

γ

κ
. 

 Άρα 







6

1

γ

κ
   ή   






1

3

γ

κ
 

 οπότε, λόγω της (1), έχουμε 

)6,3,6(),,( γβα    ή   )1,9,14(),,( γβα . 

 

3. Οι ν-διαδοχικοί περιττοί φυσικοί είναι της μορφής: 

 )1(2...,,4,2,  ναααα ,    όπου α περιττός φυσικός. 
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 Επομένως, το άθροισμά τους S θα είναι ίσο με 

             ))1(2(...)4()2(  νααααS  

    
2

))]1(2([ νναα 
  

    ννα ))1((   

 Επειδή 1ν  και 11να  (αφού 1α  και 2ν ), ο αριθμός )1(  νανS  

είναι σύνθετος. 
 

4. (i) Ας υποθέσουμε ότι 1),( 22  αββα . Τότε ο ),( 22 αββα   θα έχει έναν 

τουλάχιστον θετικό πρώτο διαιρέτη p, οπότε θα ισχύει 





 

αβp

βαp

|

)(| 22

   και άρα θα έχουμε  




 

βpαp

βαp

|ή|

)(| 22

. 

  Αν αp| , επειδή )(| 22 βαp  , θα ισχύει 2|βp , οπότε βp| . Έτσι αp|  και 

βp| , οπότε ),(| βαp , δηλαδή 1|p , άτοπο. 

  Αν βp| , τότε και πάλι καταλήγουμε σε άτοπο. 

 Άρα 1),( 22  αββα . 

 (ii) Αν υποθέσουμε ότι *N v
α

β

β

α
, τότε θα ισχύει 

     αβvβα  22               (1) 

 Επειδή 1),( βα , σύμφωνα με το ερώτημα (i), έχουμε 

αβvαβαβαβvαββα  )1,(),(),(1
)1(

22 . 

 Άρα 1αβ , με *, Nβα , οπότε 1 βα , που είναι άτοπο, αφού βα . 

 

5. (i)   Ας υποθέσουμε ότι 1),(  αββα . Τότε ο ),( αββα  θα έχει έναν 

τουλάχιστον θετικό πρώτο διαιρέτη p, οπότε θα ισχύει 



 

αβp

βαp

|

)(|
   και άρα θα έχουμε   



 

βpαp

βαp

|ή|

)(|
. 

 Επομένως, σε κάθε περίπτωση 




βp

αp

|

|
, οπότε ),(| βαp , δηλαδή 1|p , που είναι 

άτοπο. 



 168

     Έστω δβα ),( . Τότε 1, 







δ

β

δ

α
, οπότε, αν θέσουμε A

δ

α
  και B

δ

β
 , 

έχουμε 

           δα ,   δβ ,   με 1),(  .             (1) 

 Επομένως 
δ

δ

δδ

δ

αβ
βα ],[ , οπότε 

),(1),(),(]),[,(
)1(

βαδδδδδδβαβα   . 

 (ii) Σύμφωνα με το (i) έχουμε 

6)360,114(]),[,(),(  βαβαβα  

 οπότε 

21603606],)[,(  βαβααβ . 

 Έτσι έχουμε ότι 

114 βα    και   2160αβ . 

 Άρα ( 90α  και 24β )  ή  ( 24α  και 90β ). 

 

6. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν *,,, N λκλκ  τέτοιοι ώστε 

qλpκqλpκ  ,   με   qκκ  ,1    και   pλλ  ,1 . 

 Τότε θα ισχύει 

          qλλpκκ )()(                (1) 

 Άρα qλλp )(|   και επειδή 1),( qp , έχουμε )(| λλp  . Όμως 






pλ

pλ

0

0
, 

οπότε 







0

0

λp

pλ
. Επομένως pλλp  , οπότε 0 λλ . Άρα λλ   

και, λόγω της (1), κκ  . 
 

7. (i) Έστω )(νP  η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε. 

    Η ανισότητα αληθεύει για 3ν , αφού 3223  . 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, θα είναι αληθής και η 

)1( νP , δηλαδή ότι: 
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 Αν νν 22   (1),    τότε και    )1(22 1  νν . 

 Πράγματι, λόγω της (1), έχουμε 

  νν 2222   

     νν 42 1   

 Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι )1(24  νν  για κάθε 3ν . Πράγματι 

έχουμε 

224)1(24  νννν  

           22  ν  

           1ν  που ισχύει, αφού 3ν . 

 Άρα, η ανισότητα )(νP  αληθεύει για κάθε 3ν . 

 (ii) Αν αx  είναι μια θετική ακέραια λύση της εξίσωσης, τότε θα ισχύει 

     22 αα                 (1) 

 Επομένως, ο α θα έχει ως μοναδικό πρώτο διαιρέτη τον 2, συνεπώς θα είναι 

της μορφής κα 2 , *Nκ . Έτσι η (1) γράφεται 

κκκκ κκ
2222)2(2 2222  . 

 Έτσι, λόγω της (1), πρέπει 3κ . Επομένως, οι πιθανές τιμές του κ είναι οι 
1κ  ή 2κ . 

  Για 1κ , έχουμε 2α , που είναι λύση της εξίσωσης 

  Για 2κ , έχουμε 4α , που είναι και αυτή λύση της εξίσωσης. 

 Άρα, οι μοναδικές θετικές ακέραιες λύσεις της εξίσωσης 22 xx   είναι οι 2 
και 4. 

 

8. (i) Έχουμε 

)1...)(1(1 21   ααααα ννν . 

 Επειδή ο 1να είναι πρώτος και 11...21   ααα νν  (αφού 2ν ), 

πρέπει 11α , δηλαδή πρέπει 2α . Άρα 121  ννα . 

 Αν, τώρα, υποθέσουμε ότι ο ν είναι σύνθετος, τότε αυτός παίρνει τη μορφή 

λκν  ,   όπου   λκ,    φυσικοί μεγαλύτεροι του 1. 

 Έτσι, θα έχουμε 
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     1)2(121  κλννα  

      1 κβ  ,      όπου 22  λβ  

      )1...)(1( 21   ββββ κκ . 

 Επειδή 1121  λβ  και 01...1  ββ κ , (αφού 1κ ) η ισότητα 

)1...)(1(1 1   βββα κν  δηλώνει ότι ο 1να  είναι σύνθετος, που είναι 

άτοπο. 

 (ii) Ας υποθέσουμε ότι κν 2 . Τότε ο ν θα είναι της μορφής 

λν κ 2 ,   όπου   Nλκ,    και   λ  περιττός μεγαλύτερος του 1. 

 Έτσι θα έχουμε 

         1)(1 2  λν κ
αα  

      1 λβ , όπου  
κ

αβ 2  

      )1...)(1( 21   ββββ λλ ,   επειδή  λ  περιττός. 

 Άρα ο 1να  έχει ως παράγοντα τον 11 2 
κ

αβ , για τον οποίο ισχύει 

111 2  ναα
κ

,   αφού   κκ λν 22     και   1α . 

 Επομένως, ο 1να  είναι σύνθετος, που είναι άτοπο. 
 

9. (i) Είναι )8(mod7,6,5,4,3,2,1,0α .  

 Επομένως )8(mod7,6,5,4,3,2,1,0 222222222 α , οπότε )8(mod4,1,02 α . 

 (ii) Αν υποθέσουμε ότι η εξίσωση έχει μια τουλάχιστον ακέραια λύση ),( βα , 

τότε θα ισχύει 

            199822  βα               (1) 

 Όμως, λόγω της (i), είναι  

)8(mod4,1,02 α    και   )8(mod4,1,02 β . 

 Άρα, θα έχουμε 

)8(mod5,4,2,1,022  βα  

 οπότε, λόγω της (1) θα είναι 
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    )8(mod5,4,2,1,01998               (2) 

 Επειδή το υπόλοιπο της διαίρεσης του 1998 με το 8 είναι ίσο με 6, έχουμε 

)8(mod61998 , που αντίκειται στην (2). Άρα η εξίσωση 199822  yx  δεν 

έχει ακέραιες λύσεις. 
 

10. (i)    Επειδή 1249  , είναι )4(mod19 , οπότε )4(mod119 410   και άρα 

     )19(|4 10                (1) 

    Έχουμε 

  )25(mod991  ,    )25(mod68192  ,    )25(mod49693   

  )25(mod119494  ,    )25(mod19995  . 

 Άρα )25(mod1)1()9(9 22510  , οπότε 

     )19(|25 10                (2) 

    Επειδή 1)25,4(  , λόγω των (1) και (2), έχουμε 

)100(mod19)19(|100)19(|254 101010   

 (ii) Επειδή 2200102002  , έχουμε 

    200102001022002 )9(81)9(99   

       )100(mod181 200 ,   αφού )100(mod1910   

       )100(mod81 . 

 Άρα, το τελευταίο διψήφιο τμήμα του αριθμού 20029  είναι το 81. 
 

11. (i) Αρκεί ο αριθμός 
2

2

ν
ν

 να είναι ακέραιος. Όμως έχουμε:  

 
2

4
2

2

4)2(2

2

2








 νν

ν

ν

ν
. 

 Επομένως, αρκεί ο 
2

4

ν
 να είναι ακέραιος, που συμβαίνει, αν και μόνο αν 

4|)2( ν  ή, ισοδύναμα, αν και μόνο αν 12ν  ή 22ν  ή 42ν , δηλαδή, 

αν και μόνο αν 
3ν    ή   4ν    ή   6ν . 

y 

x 
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 (ii) Αν yx,  είναι τα μήκη των πλευρών ενός από 

ζητούμενα ορθογώνια, τότε θα ισχύει 

      yxxyyxxy 2222  yyx 2)2(   (1) 

 Άρα yy 2|)2(  , οπότε, λόγω της (i) , θα είναι 3y  ή 4y  ή 6y . 

Επομένως, λόγω της (1), τα ζητούμενα ορθογώνια έχουν διαστάσεις: 

)3,6( ,    )4,4(     και    )6,3( . 

 (iii) Επειδή η γωνία α καθενός από τα κανονικά ν-γωνα είναι ίση 0180
2



ν

ν
, 

αν ο χώρος γύρω από το Α καλυφθεί με κ κανονικά ν-γωνα, τότε θα ισχύει 

2

2
360180

2 00









 


ν

ν
κ

ν

ν
κ . 

 Έτσι, ο αριθμός 
2

2

v

v
 θα είναι ακέραιος, οπότε, λόγω της (1), θα είναι 3ν ή 

4ν  ή 6ν . Άρα, ο χώρος γύρω από το Α μπορεί να καλυφθεί μόνο με 3 
ισόπλευρα τρίγωνα ή με 4 τετράγωνα ή με 6 κανονικά εξάγωνα. 

 

12. Έστω x η πλευρά του μεγάλου τετραγώνου και y η πλευρά του μικρού 
τετραγώνου που είναι διαφορετική της μονάδας. Τότε θα ισχύει 

222 124 yx  

 οπότε 

            24))((  yxyx               (1) 

 Όμως ισχύει yxyx 0 . Επομένως, έχουμε 








24

1

yx

yx
   ή   








12

2

yx

yx
   ή   








8

3

yx

yx
   ή   








6

4

yx

yx
 

 και επειδή οι yx,  είναι ακέραιοι με 1y , είναι μόνο   







5

7

y

x
. 

 Άρα το ζητούμενο τετράγωνο έχει πλευρά 7, οπότε το εμβαδόν του είναι 49, 
και χωρίζεται σε 25 τετράγωνα από τα οποία τα 24 έχουν πλευρά 1 και το ένα 
πλευρά 5. 

 

13. Ας υποθέσουμε ότι 11 yx , κκ yxyx  ..., ,22  είναι οι διψήφιοι και λzzz ...,,, 21  

οι μονοψήφιοι από τους ζητούμενους αριθμούς. Τότε θα ισχύει: 

100...... 212211  λκκ zzzyxyxyx  
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 οπότε 

100)...()10(...)10()10( 212211  λκκ zzzyxyxyx . 

 Άρα 

        100)......()...(10 212121  λκκ zzzyyyxxx            (1) 

 Επειδή οι ακέραιοι λκκ zzzyyyxxx ,...,,,,...,,,,...,, 212121  είναι τα ψηφία 

9...,,2,1,0 , αλλά μόνο μια φορά, το άθροισμά τους θα είναι ίσο με 

459...210  . Επομένως, αν το άθροισμα των ψηφίων των δεκάδων 
είναι ίσο με S, τότε το άθροισμα των ψηφίων των μονάδων θα είναι ίσο με 

S45 . Έτσι, η ισότητα (1) γράφεται 1004510  SS , οπότε 1009 S  και 

άρα Z
9

100
S  άτοπο. Επομένως, το πρόβλημα δεν έχει λύση. 

 

14. (i) Επειδή 2),( βα , έχουμε 1
2

,
2







 βα

, οπότε, αν θέσουμε 
2

α
  και 

2

β
 , θα ισχύει 

          2α    και   2β ,   με   1),(     και   0             (1) 

 Επομένως, η σχέση 10 βα  γράφεται: 

51022  








1

4)1(




   ή   







2

3




. 

 Άρα  







2

8

β

α
   ή   








4

6

β

α
. 

 (ii) Επειδή    4),( βα ,    έχουμε    1
4

,
4







 βα

, οπότε, αν θέσουμε 
4

α
  και 

4

β
 , θα ισχύει 

   Aa 4    και   Bβ 4 ,   με   1),( BA    και  0BA             (2) 

 Επομένως, η σχέση 96αβ  γράφεται 

69644  








1

6)2(




   ή   







2

3




. 
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 Άρα  







4

24

β

α
   ή   








8

12

β

α
. 

 (iii) Επειδή αββαβα ],)[,( , λόγω της υπόθεσης, έχουμε 9624),( βα , 

οπότε 4),( βα . Έτσι 96αβ  και 4),( βα , οπότε αναγόμαστε στην (ii) 

περίπτωση. 

 (iv) Επειδή αββαβα ],)[,( , λόγω της υπόθεσης έχουμε αβ244 . Έτσι 

96αβ  και 4),( βα , οπότε αναγόμαστε στην (ii) περίπτωση. 

 (v) Έστω δβα ),( . Τότε δβα 7 , οπότε 7
δ

β

δ

α
 με 1, 








δ

β

δ

α
. Αν 

θέσουμε Z
δ

α  και Z
δ

β , τότε έχουμε 










δβ

δα
        (3)                  και     








0  με   ,1),(

7




        (4) 

 Έτσι   







1

6




   ή   







2

5




   ή   







3

4




. 

   Αν 6  και 1 , τότε δα 6 και δβ , οπότε η σχέση 60],[ βα  

γράφεται: 

1060660]1,6[60],6[  δδδδδ  

 και συνεπώς  60α  και 10β . 

    Αν 5  και 2 , τότε δα 5 και δβ 2 , οπότε η σχέση 60],[ βα  

γράφεται: 

6601060]2,5[60]2,5[  δδδδδ  

 και συνεπώς  30α  και 12β . 

    Αν 4  και 3 , τότε δα 4 και δβ 3 , οπότε η σχέση 60],[ βα  

γράφεται: 

5601260]3,4[60]3,4[  δδδδδ  

 και συνεπώς  20α  και 15β . 

 

15. Αν κppp ,...,, 21  είναι οι κοινοί και μη κοινοί θετικοί πρώτοι παράγοντες των 

α και β, τότε θα ισχύει 
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κα
κ

αα pppα ...21
21    και   κβ

κ
ββ pppβ ...21
21  

 όπου κκ βββααα ,...,,,,...,, 2121  φυσικοί αριθμοί. Επομένως θα είναι 

κα
κ

αα pppα 22
2

2
1

2 ...21    και   κβ
κ

ββ pppβ 22
2

2
1

2 ...21 . 

 Έτσι, θα έχουμε 

κδ
κ

δδ pppβα ...),( 21
21 ,   όπου   },min{ iii βαδ  ,   κi ,...,2,1  

 και 

κd
κ

dd pppβα ...),( 21
21

22  ,   όπου   }2,2min{ iii βαd  ,   κi ,...,2,1 . 

 Όμως, iiiiii δβαβαd 2},min{2}2,2min{  , κi ,...,2,1 . Επομένως, είναι: 

  22

21
22

2
2
1

22 ),(......),( 2121 βαppppppβα κκ δ
κ

δδδ
κ

δδ  . 

 

16. Επειδή 1),( βα , οι κανονικές μορφές των α και β δεν έχουν κοινούς 

παράγοντες. Επομένως, θα ισχύει 

       κα
κ

αα pppα ...21
21    και   λβ

λ
ββ qqqβ ...21
21              (1) 

 όπου λκ qqqppp ,...,,,,...,, 2121  θετικοί πρώτοι, διαφορετικοί ανά δύο, και 

λκ βββααα ,...,,,,...,, 2121  θετικοί ακέραιοι. 

 Έτσι, θα έχουμε 

    λκ β
λ

ββα
κ

αα qqqpppαβ ...... 2121
2121              (2) 

 Επειδή το γινόμενο αβ  είναι τετράγωνο θετικού ακέραιου, οι εκθέτες 

λκ βββααα ,...,,,,...,, 2121  θα είναι όλοι άρτιοι, δηλαδή της μορφής 

ii μa 2    και   jj νβ 2 ,   όπου   *
2121 ,...,,,,...,, Nλκ νννμμμ . 

 Επομένως, λόγω της (1), έχουμε 

     *22

21
22

2
2
1 ,...... 2121 N μμppppppα κκ μ

κ
μμμ

κ
μμ  

 και 

     *22

21
22

2
2
1 ,...... 2121 N ννqqqqqqβ λλ ν

λ
ννν

λ
νν . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ   5 

 
 

5.1   Η  ΕΝΝΟΙΑ  ΤΟΥ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ  ΑΡΙΘΜΟΥ 
5.2   ΠΡΑΞΕΙΣ  ΣΤΟ  ΣΥΝΟΛΟ  C  ΤΩΝ  ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1.  Έχουμε iλλz )6()32(  , οπότε: 

 α) πραγματικός αν και μόνο αν 06  λ , δηλαδή 6λ  

 β) φανταστικός αν και μόνο αν 032 λ , δηλαδή 
2

3
λ . 

 
2.  α) Είναι: 

)2,1(),(
1

3
3)()( 








 yx
yx

yx
iiyxyx  

 β) Είναι: 

         









13

263
2)3(63

2

2
22

x

xx
iixxx         

)1(
 

 Όμως: 

 2    ή    2413 22  xxxx . 

 Άρα 2x , αφού από τις λύσεις αυτές μόνο η 2x  επαληθεύει και        
την (1). 

 γ) Είναι: 

 




















27

3

549

27

923
)23(279

y

x

y

yx
yiyxi  

          












27

3

45

y

x
  )27,15(),(  yx  
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3.  

 7 6 5 4 3 2

 0

 1

 -1
 1

-5

-5

-4

-4

-3

-3

3-4i

i 1+i

3+4i

-2i -2

-2 -1

 5
 4

 3

 2

 x x΄

 y΄

 y

 

 
4.  α) Είναι yiz  0 . Άρα, οι εικόνες του z είναι τα σημεία ),0( yM , δηλαδή 

τα σημεία του άξονα yy  . 

 β) Είναι ixz 0 . Άρα, οι εικόνες του z  είναι τα σημεία )0,(xM , δηλαδή 

τα σημεία του άξονα xx . 

 γ) Είναι xixz  . Άρα, οι εικόνες του z  είναι τα σημεία ),( xxM , δηλαδή 

τα σημεία της ευθείας xy  , που είναι διχοτόμος της 1ης και 3ης γωνίας 

των αξόνων. 

 

5.  α) iiii 43)26()74()27()64(   

 β) iiii 63)42()63()46()23(   

 γ) 000)374()583()35()78()43(  iiiii  

 δ) iiiiiiii 232815101252245343)54)(23( 2   

 ε) iiiii 183363)6(3 2   

     στ) 25916)1(916916)3(4)34)(34( 222  iiii  

 ζ) iiiiiiiiiiii 717)16()236()2)(3( 22  . 

 

6.   α) i
i

i

i

ii

i

i 2

1

2

1

11

1

1

1

)1)(1(

)1(1

1

1
2

















 

 β) iiii 011)1(1246   

 γ) iiii 20121122   
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 δ) iiiii 32232313321)31( 22   

 ε) i
ii

i

ii

ii

ii

i

i





















1
5

)1(5

14

55

2

56

)2)(2(

)2()3(

2

3
22

2

 

     στ) i
i

i

ii

ii

ii

i

i
2

3

7

3

4

21

2726

21

2726

)21()21(

)21()26(

21

26
2

2



















. 

 
7. α) Είναι: 

   yixyixiiyixiyxi  22 4129)()23(  

                   012)25(1249  ixxix  

 Αυτή όμως είναι αδύνατη, αφού το 012  . 

 β) Είναι: 1
211

211

1

1
2
















i

i

i

i
. Άρα η σχέση γράφεται: 

    i
iyx

i
iyx







 2
1

1
1

1  

      
i

yix



2

1
 

      
5

2 i
yix


  

      
5

2
 x    και  

5

1
y . 

 γ) Είναι: 

 12)2(2)2)(23(  iiyxiyxi iiyxiyxi 21)2(2)2)(23(   

        )21()2)(21( iiyxi   

        12  iyx  

        
2

1
 x    και   0y . 

 

8.  α)  002020256463626166  iiiiiiiiiiii . 

 β)  i
iiiiiiiiiii

2
21111111111

33131023754111






 . 
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9.  α) Για iz 75   είναι iz 75   

 β) Για iz 94   είναι iz 94   

 γ) Για iz 4          είναι iz 4  

 δ) Για 11z          είναι 11z  

 ε) Για iz           είναι iz   

     στ) Για 0z            είναι 0z . 

 
10.  Αν ),( yxM  είναι η εικόνα στο μιγαδικό επίπεδο του μιγαδικού yixz  , 

τότε η εικόνα του yixz   είναι το σημείο ),(1 yxM  , του yixz   

είναι το σημείο ),(2 yxM   και, τέλος, 

του yixz   είναι το σημείο 

),(3 yxM  . Έτσι, μπορούμε να πούμε 

ότι: 
 Ο z  προκύπτει από τον z με συμμετρία 

ως προς τον άξονα xx . 
 Ο z  προκύπτει από τον z με συμμετρία 

ως προς κέντρο το )0,0(O  και τέλος: 

 Ο z  προκύπτει από τον z με 
συμμετρία ως προς τον άξονα yy . 

 

11.  Έχουμε: 























i

i

i

i

i

i

i

i
zz

47

95

47

95

47

95

47

95
21  που είναι πραγματικός 

αριθμός ως άθροισμα δύο συζυγών μιγαδικών αριθμών. 
 Ομοίως ο 21 zz   θα είναι φανταστικός ως διαφορά δύο συζυγών μιγαδικών 

αριθμών. 

 
12.  Αν yixz   τότε: 

 α) 336266  yiyiiyiiyixyixizz . 

 Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών είναι τα σημεία της οριζόντιας ευθείας με 
εξίσωση 3y . 

 β)  0)()()()( 222222  yixyixyixyixzz  

   0))((  yixyixyixyix  

   022  yix   

   0 x    ή   0y . 

 
 z

 
z

 M3(-x,y)

 M2(-x,-y)  M1(x,-y)

 M(x,y)

 x΄
 z

 z

 x

 y΄

y
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 Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών είναι τα σημεία των δύο αξόνων yy  και 

xx . 

 γ) 2222 )()( yixyixzz   

    )2(2)( 22222 xyiiyxxyiyix   

   xyiyxxyiyx 22 2222   

   0)(2 22  yx  

   xy  . 

 Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών είναι τα σημεία των διχοτόμων των 
τεσσάρων τεταρτημορίων. 

 δ)     )(22 yixyixzz   

    yixyix  )2(  

    








yy

xx 2
 

    R yx ,1  

    yiz  1 . 

 Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών είναι τα σημεία της κατακόρυφης ευθείας 
1x . 

 

13.  α)  2
2

13

2

893
0232 





 xxxx  ή 1x . 

 β)  21
2

)21(2

2

82
0322 i

i
xxx 





  

 γ) 
2

31
0111

1 22 i
xxxxx

x
x


 . 

 

14.  Αφού οι συντελεστές της εξίσωσης 02 2  γxβx  είναι πραγματικοί 

αριθμοί και μία ρίζα της είναι η i23  , η άλλη θα είναι η i23  , οπότε θα 
ισχύει: 

 



































26

12

2
13

2
6

2

2

21

21

γ

β

γ

β

γ
xx

β
xx

. 
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Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 

1.  Έχουμε: 
22

)()(

))((

))((

δγ

iαδβγβδαγ

iδγiδγ

iδγiβα

iδγ

iβα
z













 .   Άρα: 

000 
δγ

βα
βγαδαδβγz R . 

 

2.  Έχουμε   
2

32

4

32312 ii
z





 , οπότε: 

 
2

1

2

3132

2

31

2

322 









iiii

zz . 

 Άρα:          2

2

1
11

2


 zz
. 

 

3.  Είναι iii 2211)1( 2  , οπότε 

     1021010101010220 222)2()1()1(  iiiii . 

 και  10202020 2)1()1()1(  iii . 

 Άρα : 0)1()1( 2020  ii . 

 

4.  Έχουμε   
ν

ννν

i
iiiA

1
  .   Επομένως: 

 Αν   κν 4 ,       τότε   1νi ,    οπότε   211 A  

 Αν   14  κν ,   τότε   ii ν  ,    οπότε   0
1

 ii
i

iA  

 Αν   24  κν ,  τότε   1νi , οπότε   211 A  

 Αν   34  κν ,   τότε   ii ν  , οπότε   0
1




 ii
i

iA . 

  

5.  α) Αν yixz   τότε έχουμε: 

  22 )( yixyixzz                xyiyixyix 2)( 22   

      xyiyxyix 222      0)12()( 22  yixxyx  
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0

0)12(
22 xyx

yx
             












0

0ή   012
22 xyx

yx
         

)2(

)1(
 

 Αν 012 x , δηλαδή αν 
2

1
x , τότε η (2) γράφεται: 

 
2

3

4

3
0

2

1

4

1 22  yyy . 

  Άρα:  iz
2

3

2

1
    ή   iz

2

3

2

1
 . 

 Αν 0y , τότε η (2) γράφεται: 

  1ή00)1(02  xxxxxx . 

  Άρα: 1ή0  zz . 

 β) Αν yixz  , έχουμε: 

                  322333 )()(33)( yiyixyixxyixyixyixzz   

         iyxyyixxyix 3223 33   

         yiyxxyxyix )3()3( 2223   

         






















0)13(

0)13(

)3(

3
22

22

22

23

yxy

yxx

yyyx

xxyx
 

         











0)13(

013ή   0
22

22

yxy

yxx
          

)2(

)1(
 

 Αν 0x , τότε η (2) γράφεται:   

 00)1( 2  yyy  ή 1y . 

  Άρα: 0z  ή iz   ή iz  . 

 Αν 13 22  yx , τότε η (2) γράφεται: 

 00)48(]1)13(3[ 222  yyyyyy . 

  Άρα 12 x , οπότε 1x  ή 1x  και επομένως 1z  ή 1z . 
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6.  Αν  yixz  ,  τότε: 

    
22

22

)(

)()(

yix

yixyix

yix

yix

yix

yix

z

z

z

z













  

    
22

22

22

2222 )(22)(2)(

yx

yx

yx

xyiyixxyiyix









 . 

 Έτσι, αρκεί να αποδείξουμε ότι 2
)(2

2
22

22







yx

yx
. Πράγματι: 

112
)(2

2
22

22

22

22












yx

yx

yx

yx
 

              222222 )( yxyxyx   

              




















2

2

2222

2222

20

20

y

x

yxyx

yxyx
 

 που ισχύουν και οι δύο. Άρα ισχύει και η αρχική διπλή ανισότητα. 

 
7.  α΄  τρόπος: 

 Είναι   ziαββαiβα  2)( 222   και  ziαβαβiαβ  2)( 222 .  Άρα 

     0)()()()()( 555552521010  zzzziαβiβαiαβiβα . 

 β΄  τρόπος: 

 Είναι  )( iβαiiαβ  . Επομένως: 

0)()()()()()( 10101010101010  iβαiβαiβαiiβαiαβiβα . 

 

8.  α) Έχουμε:    R zyyiyixyixzz 002  

       zxxyixyixzz  002  φανταστικός 

 β) Αρκεί να δείξουμε ότι uu   και vv  . Επειδή    
1

1
1

z
z   και   

2
2

1

z
z     

θα είναι: 
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       u
zz

zz

zz

zz
zz

zz

zz

zz

zz

zz
u 



















21

21

21

21

21

12

21

21

21

21

1111
1

11

1
. 

       v
zz

zz

zz

zz

zz

zz

zz

zz

zz

zz
v 



















21

21

21

21

21

12

21

21

21

21

1

)(

111
1

11

1
. 

 

9.  α) Έστω yixz  . Τότε i
yx

y

yx

x

z 2222

1





 . Επομένως: 

   x
yx

x
xz

z
z 5)Re(5

1
Re

22










   

       004
1

22














 x

yx
x    ή   4

1
22


 yx
 

      0 x    ή    
2

22

2

1






 yx . 

 Άρα, ο γεωμετρικός τόπος είναι ο άξονας yy  με εξαίρεση το σημείο )0,0(O  

και ο κύκλος με κέντρο )0,0(O και ακτίνα 
2

1
ρ . 

 β) Έχουμε: 

 y
yx

y
yz

z
z 3)Im(3

1
Im

22










   

               04
22





yx

y
y  

               0
1

4
22















yx
y  

               0 y  ή 4
1

22


 yx
 

              0 y  ή 
2

22

2

1






 yx . 
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 Άρα, ο γεωμετρικός τόπος είναι ο άξονας xx  με εξαίρεση το σημείο )0,0(O  

και ο κύκλος με κέντρο )0,0(O  και ακτίνα 
2

1
ρ . 

 
 

5.3   ΜΕΤΡΟ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ  ΑΡΙΘΜΟΥ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
1. Έχουμε: 

    |1|211|1| 22 ii  , αφού  |||| zz   

    |43|52543|43| 22 ii   

    525)5(0|5| 22  i  

    4|4|  ,   1
|1|

|1|

1

1









i

i

i

i
, αφού |1||1| ii   

    822222|1||1||)1()1(| 32424242  iiii  

    555521)1(2|21||2|)21()2(|
22222  iiii  

    
5

10

25

10

)3(4

13

|34|

|3|

34

3
22

22














i

i

i

i
. 

 
2.  Έχουμε 

    22|1||)1(|
222  ii  

    11
|1|

|1|

1

1

1

1 2
222


























i

i

i

i

i

i
 

    







 2

1

1

i

i
11

|1|

|1|

1

1 2
22
















i

i

i

i
 

    11
||

|| 2
222



























iμλ

iμλ

iμλ

iμλ

iμλ

iμλ
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3. α) Έχουμε  

    0)(|||| 22222  zzzzzzzzzz  

    zzz  ή0        R z  

 β) α΄ τρόπος:    Αν zz  |1| , τότε ο z θα είναι μη αρνητικός πραγματικός, 

αφού τέτοιος είναι και ο |1| z . Επομένως θα είναι xz , 0x , οπότε θα 

έχουμε: 

xxzz  |1||1|  

          xx  1    ή   xx 1  

          
2

1
 x . 

 Άρα,    
2

1
z . 

 β΄  τρόπος: Αν   yixz  ,   τότε: 

              yixyixzz  |)1(||1| yixyx  22)1(  

            









0

)1( 22

y

xyx




















0
2

1

0

|1|

y

x

y

xx
. 

 Άρα,     
2

1
z . 

 γ) α΄ τρόπος:   Αν ziz 2||  , τότε ο z2  θα είναι μη αρνητικός πραγματικός. 

Επομένως θα είναι xz , 0x , οπότε θα έχουμε: 

     222 41212||2|| xxxxxixziz   

      13 2  x   
3

12  x         
3

3
 x ,    αφού    0x  

 Άρα,     
3

3
z . 

 β΄  τρόπος: Όπως ο β΄ τρόπος της περίπτωσης 3β). 

 
4. α) Αν 1|| z , τότε ο z θα απέχει από το )0,0(O  απόσταση ίση με 1. Άρα, ο z 

θα βρίσκεται σε κύκλο κέντρου Ο και ακτίνας ρ=1, ο οποίος έχει εξίσωση 

122  yx . 
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 β) Αν 1|| iz , ο z θα απέχει από τον μιγαδικό  i  (δηλαδή από το σημείο 

Κ(0,1)) απόσταση σταθερή ίση με 1. Άρα, ο z θα βρίσκεται σε κύκλο κέντρου 

Κ(0,1) και ακτίνας 1ρ , ο οποίος έχει εξίσωση: 1)1( 22  yx . 

 γ) Ομοίως, αν 3|21|  iz , δηλαδή αν 3|)21(|  iz , τότε ο z θα απέχει από 

τον μιγαδικό i21  απόσταση ίση με 3. Άρα, ο z θα βρίσκεται σε κύκλο 
κέντρου )2,1( K  και ακτίνας 3ρ , ο οποίος έχει εξίσωση  

9)2()1( 22  yx . 

 δ) Αν 2||1  z , τότε ο z θα βρίσκεται μεταξύ των κύκλων με κέντρο το 

)0,0(O  και ακτίνες 11 ρ  και 22 ρ . 

 ε) Αν 2|| z , τότε ο z θα βρίσκεται στο εξωτερικό του κύκλου κέντρου 

)0,0(O  και ακτίνας ρ=2 ή πάνω στον κύκλο αυτό. 

 
5. α) Έχουμε 

 |2||)1(||2||1| izzizz  . 

 Άρα, οι αποστάσεις του μιγαδικού z από τους μιγαδικούς i01  και i20 , 
δηλαδή από τα σημεία )0,1(A  και )2,0(B  είναι ίσες. Επομένως ο z θα 

ανήκει στη μεσοκάθετο του τμήματος ΑΒ. 

 β) Έχουμε 

 |)1(||||1|||  zizziz . 

 Επομένως, η απόσταση του μιγαδικού z από τον  i, είναι μεγαλύτερη από την 
απόσταση του από τον μιγαδικό i01 . Άρα ο z θα βρίσκεται στο 
ημιεπίπεδο που ορίζεται από τη μεσοκάθετο του ΑΒ και από το σημείο Β, 
όπου Α και Β τα σημεία με συντετεγμένες (0, 1) και )0,1(  αντιστοίχως. 

 

6. Έχουμε 
ix

xi
z





1

, άρα 1
1

1

||

|1|1
||

2

2















x

x

ix

xi

ix

xi
z . Αφού 1|| z , ο 

γεωμετρικός τόπος της εικόνας Μ του z θα είναι ο μοναδιαίος κύκλος. 
 

7. Από την ισότητα 2|4|  iz  προκύπτει ότι η απόσταση του )(zM  από το 

σημείο )4,0(K  είναι σταθερή και ίση με 2. Επομένως το Μ ανήκει σε κύκλο 

με κέντρο )4,0(K  και ακτίνα 2ρ . 
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 Σύμφωνα με την εφαρμογή 2 (σελ. 199), ο 
μιγαδικός με το ελάχιστο μέτρο είναι ο iz 21   

και ο μιγαδικός με το μέγιστο μέτρο είναι ο 
iz 62  . 

 
 
 
 
 
8. Είναι:  

 2|1|||2|1||2||1|  wzwzw . 

 Άρα, οι εικόνες του w ανήκουν σε κύκλο με κέντρο το σημείο Κ(1,0) και 
ακτίνα ρ=2. 

 
9. α΄ τρόπος: 

 Έστω   iyxz 111   και iyxz 222  .   Τότε: 

 iyyxxzz )()( 212121     και   iyyxxzz )()( 22121  . 

 Άρα: 

 2
21

2
21

2
21

2
21

2
21

2
21 )()()()(|||| yyxxyyxxzzzz   

      2
2

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1 ||2||2)(2)(2 zzyxyx  . 

 
 β΄ τρόπος: 

 Έχουμε: 

    ))(())((|||| 21212121
2

21
2

21 zzzzzzzzzzzz   

         2212211122122111 zzzzzzzzzzzzzzzz   

         2211 22 zzzz   

         2
2

2
1 ||2||2 zz  . 

 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Αν yixz  , τότε: 

 )(22||2 2222 yxyxz   και |||||)Im(||)Re(| yxzz  . 

 Άρα:  

O

 Κ(0,4)

 Β(0,6)

 Α(0,2)

 x

y

 



 190

   ||||)(2)Im(||)Re(|||2 22 yxyxzzz   

           ||||2||||2)(2 222222 yxyxyxyxyx   

             0||||0||||2|||| 222  yxyxyx , που ισχύει 

 
2. Έχουμε τις ισοδυναμίες: 

    w φανταστικός ww   

    
1

1

1

1









z

z

z

z
 

    )1)(1()1)(1(  zzzz  

    11  zzzzzzzz  

    22  zz  

    1 zz  

    1|| 2  z  

    1||  z . 

 
3.  Έχουμε τις ισοδυναμίες: 

      Rw  ww  

    
z

z
z

z
11

  

    zzzzzz  22  

    0)()(  zzzzzz  

    0))(1(  zzzz  

    1 zz    ή   zz  

    1||  z     ή   Rz . 

 
4.  Έχουμε τις ισοδυναμίες: 

   w  φανταστικός ww   

    
αiz

iαz

αzi

iαz










)(
 

    iαzαzαziziαzαzαziz 22   

    zαzα 22   

    zz   

    z   φανταστικός 
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5.  Αν yixz  , επειδή η εικόνα του z ανήκει στον κύκλο κέντρου )0,0(O  και 

ακτίνας 1, θα είναι 1|| z  ή, ισοδύναμα, 122  yx . Επομένως, θα έχουμε: 

 
|)2(|

|)12(2|

|2|

|2|

2

2
||

xiy

iyx

iz

iz

iz

iz
w












  

     
22

22

22

22

44

1444

)2(

)12(4

xyy

yyx

xy

yx









 . 

     1
441

1414

44)(

14)(4

22

22












y

y

yyx

yyx
. 

 
6.  Έχουμε: 

               22 |2||12||2||12|  zzzz  

         )2)(2()12)(12(  zzzz  

         4221224  zzzzzzzz  

         33  zz  

         1 zz  

         1||1|| 2  zz . 

 Άρα, η εικόνα του z ανήκει στο μοναδιαίο κύκλο. 

 
7. Έχουμε:  

   )1)(1()1)(1( zzzzA   

      zzzzzzzz  11  

      )1(2 zz  

      )||1(2 2z  

      422  . 
 Αν Μ, Κ και Λ είναι οι εικόνες των 

μιγαδικών z, 1  και 1, αντιστοίχως, τότε θα είναι: 

 22|1| MKz  ,    22|1| Mz     και   24 K . 

 Επομένως, η ισότητα 4|1||1| 22  zz , που αποδείξαμε, γράφεται 

 222  KMMK  , 

 που σημαίνει ότι το τρίγωνο ΜΚΛ είναι ορθογώνιο στο Μ. Αυτό ήταν 
αναμενόμενο, αφού το Μ είναι σημείο του μοναδιαίου κύκλου και η ΚΛ 
διάμετρος αυτού. 

 Λ(1) K(-1)

 M(z)

 O  x

y
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8.    Αν yixz  , τότε θα έχουμε: 

|)4(||)1(||4||1| iyxyixizz   

           2222 )4()1(  yxyx  

           16812  yx  

           
8

15

4

1
 xy . 

 Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος 

είναι η ευθεία 
8

15

4

1
:  xyε  

    Το ζητούμενο σημείο είναι το ίχνος της καθέτου από την αρχή Ο στην ε. Η 
κάθετος αυτή έχει εξίσωση xy 4  και επομένως οι συντεταγμένες του 

σημείου τομής της με την ε βρίσκεται από τη λύση του συστήματος 











8

15

4

1

4

xy

xy
,   που είναι το ζεύγος   






 

34

60
,

34

15
. 

 
9. Έστω iyxz 111   και iyxz 222  . Επειδή το σημείο 1M  κινείται στον 

κύκλο 222 4 yx  θα ισχύει 

     162
1

2
1  yx .              (1) 

Επομένως, η ισότητα 
1

12
4

z
zz   γράφεται διαδοχικά: 

   
iyx

iyxiyx
11

1122
4


  

   
2
1

2
1

11
1122

)(4

yx

iyx
iyxiyx




  

   
16

)(4 11
1122

iyx
iyxiyx


          (λόγω της (1)) 

   i
yx

iyxiyx
44
11

1122   

   
4

3

4

5 11
22

iyx
iyx  . 

 Επομένως,   
4

5 1
2

x
x     και   

4

3 1
2

y
y  ,   οπότε 

        
5

4 2
1

x
x     και   

3

4 2
1

y
y               (2) 

Γ ( , )
15

34

60

34


 Β(0,-4)

 Α(-1,0)

 ε

 O

 x

y
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 Αντικαθιστούμε τις τιμές αυτές των 1x  και 1y  στην (1) και έχουμε: 

1
925

16
9

16

25

16
16

3

4

5

4 2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2 














 yxyxyx
. 

 Άρα, το σημείο 2M  κινείται στην έλλειψη με μεγάλο άξονα 102 α  και 

εστίες )0,4(E , )0,4(E . 

 

10. α) Έχουμε 
z

zzzzz
1

11||1|| 2   

β) Από τις ισότητες   1||...|||||| 321  κzzzz    έχουμε 

1
1

1

z
z  , 

2
2

1

z
z  , 

κ
κ z

z
z

z
1

,...,
1

3
3  . 

Άρα    |...|
1

...
11

21
21

κ
κ

zzz
zzz

  

    κzzz  ...21  

    |...| 21 κzzz         (αφού  |||| zz  ). 

 
 

5.4   ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΗ  ΜΟΡΦΗ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ 

 
 
Α΄  ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Έχουμε 

 α) 24)3(1 22 ρ  και 














2

3
ημ

2

1
συν

θ

θ

. 

 Άρα ένα όρισμα είναι το 
3

π
θ .  Επομένως: 

 





 

3
ημ

3
συν231

π
i

π
i  
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 β) 24)3(1 22 ρ  και 














2

3
ημ

2

1
συν

θ

θ

. 

 Άρα ένα όρισμα είναι το 
3

π
θ  . Επομένως: 

 






















3
ημ

3
συν231

π
i

π
i . 

 γ) 24)3()1( 22 ρ  και 














2

3
ημ

2

1
συν

θ

θ

. 

 Άρα ένα όρισμα είναι το 
3

4

3

ππ
πθ  . Επομένως: 

 





 

3

4
ημ

3

4
συν231

π
i

π
i . 

 δ) 2)3()1( 22 ρ  και 















2

3
ημ

2

1
συν

θ

θ

. 

 Άρα ένα όρισμα είναι το 
3

2

3

ππ
πθ  . Επομένως: 

 





 

3

2
ημ

3

2
συν231

π
i

π
i . 

 ε) Είναι: )0ημ0συν(144 i . 

    στ) Είναι: )ημσυν(44 πiπ . 

 

2. α) )54ημ54συν(24)ημ3003συν(6)51ημ51συν(4 000000 iii   

             i
i

212212
2

2

2

2
24 










  



 195

 β) ii
π

i
ππ

i
ππ

i
π

10)10(10
2

ημ
2

συν10
8

3
ημ

8

3
συν2

8
ημ

8
συν5 






 






 






   

 γ) 





 






 






 

10

5
ημ

10

5
συν11

10

3
ημ

10

3
συν

10

2
ημ

10

2
συν

π
i

ππ
i

ππ
i

π
 

       ii
π

i
π

 10
2

ημ
2

συν . 

 
3. Έχουμε: 

 α) i
i

i
i

i

2

35

2

5

2

3

2

1
5)06ημ06συν(5

)001ημ001συν(5

)601ημ601συν(25 00
00

00
















 

 β) 













 






 









 

36

5
ημ

36

5
συν6

3
ημ

3
συν

6

5
ημ

6

5
συν6

ππ
i

ππ
π

i
π

π
i

π

 

      ii
π

i
π

61606
2

ημ
2

συν6 





   

 γ) ))150(ημ)150(συν(
2

1

))ημ(-20)20(συν(14

)301ημ301συν(7 00
00

00

i
i

i





 

     ii
4

1

4

3

2

1

2

3

2

1











 . 

 
4. Από το θεώρημα de Moivre έχουμε: 

 α) ))203(ημ)20συν(3(2))02ημσυν20(2( 003300  ii  

            iii 344
2

3

2

1
8)06ημ06συν(8 00 










  

 β) 













 






 






 

4

5
8ημ

4

5
8συν3

4

5
ημ

4

5
συν(3 8

8
π

i
ππ

i
π

 

           888 3)01(3)2ημ(5)2συν(53  iπiπ  
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 γ)     14ημ4συν
4

ημ
4

συν
16






















 πiπ

π
i

π
. 

 

5. Έχουμε 
4

ημ
4

συν
2

2

2

2

2

1 π
i

π
i

i



.    Άρα: 

  ii
π

i
ππ

i
πi





















 







  

)1(
2

3
ημ

2

3
συν

4
ημ

4
συν

2

1
66

. 

 

6. Αν  
2

31 i
z


 ,   τότε   

3
ημ

3
συν

π
i

π
z  . Άρα: 

        














3
2000ημ

3
2000συν2000 π

i
π

z  

    





 






 

3

2
2333ημ

3

2
2333συν

π
πi

π
π  

    
2

31

2

3

2

1

3

2
ημ

3

2
συν

iiπ
i

π 
















  

 

7. Έχουμε   





 

6
ημ

6
συν231

π
i

π
iz ,   οπότε   






 

6
ημ

6
συν21

νπ
i

νπ
z νν . 

 Άρα:  
6

συν2
6

συν22 1
111121

νπνπ
zzzzzz νννννννν  . 

 

8. Έστω  )ημσυν( φiφρz  . Επειδή 
2

ημ
2

συν
π

i
π

i  , η διαίρεση του μιγαδικού 

z με το i ισοδυναμεί με στροφή της διανυσματικής ακτίνας του z κατά γωνία 

2

π
 . 

 
9. Έχουμε: 

        
2

13

2

13

)1)(1(

)1)(31(

1

31 












 i

ii

ii

i

i

w

z
.            (1) 

Όμως, 






 
3

ημ
3

συν2
π

i
π

z   και  






 
4

ημ
4

συν2
π

i
π

w . Επομένως: 
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12

ημ2
12

συν2
12

ημ
12

συν2

4
ημ

4
συν2

3
ημ

3
συν2

π
i

ππ
i

π

π
i

π

π
i

π

w

z







 







 







 

       (2) 

 Άρα, λόγω των (1) και (2), έχουμε: 

      
















2

13

12
ημ2

2

13

12
συν2

π

π

,  οπότε   

























4

)13(2

22

13

12
ημ

4

)13(2

22

13

12
συν

π

π

. 

 
10. Αν yixz  , τότε: 

      yixxyiyxzz  2222  

   










yxy

xyx

2

22

      










0)12(

022

xy

xyx
 













2

1
ή0

022

xy

xyx
   

























2

1
4

3

ή
0

0
2

2

x

y

y

xx
 









0

10

y

xz
  ή  














2

3

2

1

y

x

  ή  














2

3

2

1

y

x

 

 Άρα, έχουμε τους μιγαδικούς 11 z , 
2

3

2

1
2 iz   και 

2

3

2

1
3 iz  . 

 Για τον 1z  έχουμε: 

 1|| 1 z    και   01 Argz  

 Για τον 2z  έχουμε: 

      1|| 2 z    και   
3

2
2

π
Argz   

Τέλος, για τον 3z  έχουμε: 

   1|| 3 z    και   
3

4
3

π
Argz  , 

αφού    32 zz  . 
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Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
 

1. α) Ο μιγαδικός 
ν

νν

θiθ

θiθ

θiθ

θiθ
w

)ημσυν1(

)ημσυν(1

ημσυν1

ημσυν1
















  ως πηλίκο δύο 

συζυγών μιγαδικών θα έχει μέτρο 1. Για την εύρεση ενός ορίσματος του w 

θεωρούμε το μιγαδικό 
θiθ

θiθ
w

ημσυν1

ημσυν1
1 


  και έχουμε 

     
)ημσυν(1)ημσυν1(

)ημσυν(1 2

1 θiθθiθ

θiθ
w




  

    
θθ

θθiθθ
22

22

ημ)συν1(

)συν1(ημ2ημ)συν(1




  

    
θθθ

θθiθθθ
22

22

ημσυν2συν1

)συν1(ημ2ημσυν2συν1




  

    
θ

θθiθθ

συν22

)συν1(ημ2συν2συν2 2




  

    
)συν1(2

)συν1(ημ2)συν1(συν2

θ

θθiθθ




  

    θiθ
θ

θiθθ
ημσυν

)συν1(2

)ημσυν)(συν1(2





 . 

 Επομένως, έχουμε 

 νθiνθθiθww νν ημσυν)ημσυν(1  . 

 Άρα, το μέτρο του w είναι 1 και ένα όρισμά του είναι το νθ. 

 β)  Έχουμε: 

 
)α(

100100

100

4
ημ

4
συν1

4
ημ

4
συν1

2

2

2

2
1

2

2

2

2
1

222

222





























































π

i
π

π
i

π

i

i

i

i
 

    1ημ25συν25
4

100
ημ

4

100
συν  πiπ

π
i

π
. 
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2. α) Είναι 







 

4
ημ

4
συν21

π
i

π
i    και   






 

4
ημ

4
συν21

π
i

π
i . 

 Επομένως 

   





 










 

4
ημ

4
συν2

4
ημ

4
συν2)1()1(

νπ
i

νπνπ
i

νπ
ii

νννν  

           Z


 κκπ
νπνπ

,2
44

 

           Z κκν ,4 . 

 β) Έχουμε: 

 
4

συν2
4

ημ
4

συν
4

ημ
4

συν
2

1

2

1
)(

)α( νππ
i

ππ
i

πii
νf

νννν





























 







 








 
 , 

 οπότε 

 )(
4

συν2
4

συν2
4

)4(
συν2)4( νf

νπνπ
π

πν
νf 






 


 . 

Άρα       0)()4(  νfνf . 

 

3. Αν 


1OM  και 


2OM  είναι οι διανυσματικές ακτίνες των εικόνων των 

μιγαδικών 1z  και 2z  αντιστοίχως, τότε έχουμε: 

   
|||||||||||| 21212121 OMOMOMOMzzzz   

     
 

21 OMOM   (άσκηση 15 σελ. 48) 

     21 ArgzArgz  . 

 
4. Έστω yixz  . Τότε: 

α) iyxiz )1(  , οπότε 







































1

3

3

0

3

31

0

6
εφ

1

0

6
)(

xy

x

x

y

x

π

x

y

x
π

izArg . 
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 Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι η ημιευθεία 1
3

3
 xy , 0x . 

 β) yixz  11 ,   οπότε 

4
)1(
π

zArg   












4
εφ

1

0

π

x

y

y
 









0

1

y

xy
. 

Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι η ημιευθεία 1 xy , 1x . 

γ) i
yx

x

yx

yyx

iyx

yix

iz

z
2222

2

)1()1(

)1(

)1( 













, οπότε 









 2

π

iz

z
Arg
























 











0

2

1

2

1

0

0
22

222

x

yx

x

yyx
. 

Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι τα 
σημεία του ημικυκλίου  

22
2

2

1

2

1













  yx ,   0x . 

 

 

 

5. Είναι: 

2|52|  iz 2|)52(|  iz .             (1) 

Άρα, η (1) παριστάνει τον κυκλικό δίσκο που 
ορίζει ο κύκλος C με κέντρο )5,2(K  και 

ακτίνα 2ρ . 

Έστω 1OM  και 2OM  οι εφαπτόμενες του 

κύκλου C από την αρχή των αξόνων. Τότε 

από όλα τα διανύσματα 


OM , όπου Μ σημείο 
του κυκλικού δίσκου, τη μικρότερη γωνία με 

τον άξονα xx  σχηματίζει το 


1OM , και τη 

 O

K( , )0
1

2

y

 x
 

M2

 O

 M

 -2

 M1

 K(-2,5)

 x

 y
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μεγαλύτερη το 


2OM . Επομένως, από όλους τους μιγαδικούς z  που 

ικανοποιούν την (1) το μικρότερο βασικό όρισμα το έχει ο μιγαδικός 1z  που 

απεικονίζεται στο 1M  και το μεγαλύτερο ο μιγαδικός 2z  που απεικονίζεται 

στο 2M . Επειδή ο yy   εφάπτεται του κύκλου C στο 1M  θα είναι iz 51  . 

Για τον προσδιορισμό του 2z  εργαζόμαστε ως εξής: 

Η 2OM  έχει εξίσωση της μορφής  R λxλy ,  και, επειδή εφάπτεται του C, 

θα πρέπει το σύστημα 

 










4)5()2(
)(

22 yx

xλy
  

 να έχει διπλή λύση. Είναι όμως: 

  











4)5()2(
)(

22 xλx

xλy













025)25(2)1( 22 xλxλ

xλy
       

)2(

)1(
 

 Επομένως, πρέπει η διακρίνουσα της (2) να είναι ίση με μηδέν, δηλαδή 
πρέπει 

 
20

21
021100)1(254)25(4 22  λλλλ  

Στην περίπτωση αυτή το σύστημα έχει διπλή λύση την 







29

105
,

29

100
),( yx . 

Άρα, iz
29

105

29

100
2  . 

 

6. Είναι νθiνθz ν ημσυν   και )ημ(-)συν(- νθiνθz ν  . Άρα: 

    νθzz νν συν2   

    νθizz νν ημ2  . 

 
7. α) Είναι  

241)1(_3|||3||)3(||| 22 




  ziziw . 
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 Άρα, ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του w είναι ο κύκλος κέντρου )0,0(O  

και ακτίνας 2ρ . 

 β)   Επειδή 2|| w  και 
4

π
Argw , έχουμε 

22
2

2

2

2
2

4
ημ

4
συν2 ii

π
i

π
w 

















   

 
8. Πρέπει 

 
3

εφ

1

1
1

2

2

2

2 π

κ

κ
κ

κ






      (1)      και      0

1

2
)Im(

2





κ

κ
z .     (2) 

 Όμως, η (1) γράφεται: 

303233323
1

2 22
2




κκκκκ
κ

κ
 ή 

3

3
κ , 

 οπότε, λόγω της (2), έχουμε 
3

3
κ . Άρα: 

2

3

2

1

3

1
1

3

3
2

3

1
1

3

1
1

3

3
1

3

3
2

3

3
1

3

3
1

22

2

iiiz 














































 . 

 
9.  Για να είναι 0)( xf  για κάθε Rx  πρέπει και αρκεί να ισχύει 0 . 

Όμως: 

      0)||1)(||1(14|)|2(0 2
2

2
1

2
21  zzzz  

   )||1)(||1(|| 2
2

2
1

2
21 zzzz   

   )1)(1())(( 22112121 zzzzzzzz   

   212111222121 1))(( zzzzzzzzzzzz   

   2121112222122111 1 zzzzzzzzzzzzzzzz   

   0)1()1(01 21212121212121  zzzzzzzzzzzzzz  
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   0)1)(1(0)1)(1( 21212121  zzzzzzzz  

   0|1| 2
21  zz ,          που ισχύει. 

5.5   ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  ΣΤΟ  C 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. α) Οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί 

2,1,0,
3

2
ημ

3

2
συν  κ

κπ
i

κπ
zκ , 

 δηλαδή οι 10 z ,   iz 
2

1
1 2

3
, 

2

3

2

1
2 iz  . 

 
 
 
 
 β) Οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί 

3,2,1,0,
4

2
ημ

4

2
συν  κ

κπ
i

κπ
zκ , 

 δηλαδή οι 10 z ,  iz 1 ,   12 z ,  

iz 3 . 

 
 
 
 
 
 γ) Οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί 

5,4,3,2,1,0,
6

2
ημ

6

2
συν  κ

κπ
i

κπ
zκ , 

 δηλαδή οι 10 z ,     
2

3

2

1
1 iz  , 

2

3

2

1
2 iz  , 13 z ,  

2

3

2

1
4 iz  ,  

O

 z1

 z2

 z0=1

 x

y

 

O

 z1

 z3

 z2  z0=1

 x

y

 

O z3

 z2  z1

 z5 z4

 z0=1

 x

y
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2

3

2

1
5 iz  . 



 204

2. α)   Έχουμε   
2

3
ημ

2

3
συν33 π

i
π

ziz  . Άρα, οι λύσεις της εξίσωσης 

είναι οι μιγαδικοί 

 2,1,0,
3

2

3
2

ημ
3

2

3
2

συν 
















 

















 
 κ

π
κπ

i

π
κπ

zκ  

 δηλαδή οι i
π

i
π

z 
2

ημ
2

συν0  

   i
π

i
ππ

i
π

z
2

1

2

3

6
ημ

6
συν

6

7
ημ

6

7
συν1 













  

 και  i
π

i
ππ

i
π

z
2

1

2

3

6
ημ

6
συν

6

11
ημ

6

11
συν2 













 . 

 β) Έχουμε: 







 

3

4
ημ

3

4
συν164 π

i
π

z

















 





4
3

4
2

ημ
4

3

4
2

συν164

π
κπ

i

π
κπ

z  

                3,2,1,0,
6

23
ημ

6

23
συν2 














 







 

 κ
πκπ

i
πκπ

z  

 γ)   





 

6

5
ημ

6

5
συν2435 π

i
π

z

















 





5
6

5
2

ημ
5

6

5
2

συν2435

π
κπ

i

π
κπ

z  

                         4,3,2,1,0,
30

52
ημ

30

52
συν3 














 







 

 κ
πκπ

i
πκπ

z . 

 

3. α)   Έχουμε,   
4

ημ
4

συν
2

2

2

2

2

)1(2 π
i

π
i

i



. 

 Επομένως, οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί 
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3
4

2
ημ

3
4

2
συν13

π
κπ

i

π
κπ

zκ 2,1,0,
12

8
ημ

12

8
συν 






 







 

 κ
πκπ

i
πκπ

, 

 δηλαδή οι 














12
ημ

12
συν0

π
i

π
z  

   
2

2

2

2

4

3
ημ

4

3
συν1 i

π
i

π
z 













  

 και  
12

5
ημ

12

5
συν

12

17
ημ

12

17
συν2

π
i

ππ
i

π
z 













 . 

 β) Έχουμε 
3

5
ημ

3

5
συν

2

3

2

1

2

31 π
i

π
i

i



. Επομένως, οι ρίζες της 

εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί 

 3,2,1,0,
4

3

5
2

ημ
4

3

5
2

συν 
















 

















 
 κ

π
κπ

i

π
κπ

zκ . 

 γ)  Έχουμε   )ημ64(συν6 πiπz  .   Επομένως, οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι 

μιγαδικοί 

       













 







 


6

2
ημ

6

2
συν646 πκπ

i
πκπ

zκ  

    






 





6

)12(
ημ

6

)12(
συν2

πκ
i

πκ
,     5,4,3,2,1,0κ . 

 

4. α)  Έχουμε  0843843 2323  zzzzzz . Με σχήμα Horner 
βρίσκουμε ότι μια ρίζα είναι η 1z  και η εξίσωση γράφεται: 

10)84)(1( 2  zzzz    ή   i
i

z 22
2

44



 . 

 β) Για την 045 24  zz , που είναι διτετράγωνη, θέτουμε wz 2  και 
έχουμε: 

4
2

95
0452 


 wwww    ή   1w . 
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 Αν  4w , τότε 42 z , οπότε iz 2  ή iz 2  

 Αν  1w , τότε 12 z ,  οπότε iz  ή iz  . 

 

5. Η εξίσωση 0107103 23  xxx  έχει πραγματικούς συντελεστές και, αφού 
έχει ώς ρίζα τον i2 , θα έχει και τον συζυγή του i2 . Έτσι το α΄ μέλος θα 

έχει ως παράγοντα το γινόμενο  )2)(2( ixix 542  xx . Εκτελούμε τη 

διαίρεση και βρίσκουμε πηλίκο 23 x και υπόλοιπο 0. Άρα η εξίσωση 
γράφεται: 

0)54)(23( 2  xxx 023  x   ή  0542  xx  

            
3

2
 x      ή   ix 2 . 

 

6. Επειδή 13 w , είναι 0
1

1
1

3
2 





w

w
ww , οπότε ww  21  και 

21 ww  . Έτσι, έχουμε: 

44)2)(2()1)(1( 3222  wwwwwww , αφού 13 w  

 
7. Είναι: 

01 5432  xxxxx 



 0
1

16

x

x




















1

1

1

01 66

x

x

x

x
. 

Άρα οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί: 

6

2
ημ

6

2
συν

κπ
i

κπ
xκ  ,        5,4,3,2,1κ , 

 αφού, για 0κ , έχουμε 10 x , που εξαιρείται. 

 

8. Έχουμε: 0)3(3)3(0933 223  zzzzzz  

      030)3)(3( 2  zzz   ή  032 z  

      3 z   ή   3iz  . 

 Παρατηρούμε ότι οι εικόνες )0,3(A , )3,0(B , )3,0(   των ριζών ,3  

3i  και 3i  είναι κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου, αφού 

32 ABAB  . 
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B΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 

1. α)Έχουμε   






















4
ημ

4
συν21 33 π

i
π

ziz  

            2,1,0,
3

4
2

ημ
3

4
2

συν26 



































 

















 
 κ

π
κπ

i

π
κπ

z . 

 β) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα 

33 )1)(1()1(  ziz              (1) 

 και επειδή δεν έχει ρίζα τον αριθμό 1z , παίρνει τη μορφή 

          i
z

z












1
1

1
3

.             (2) 

 Θέτουμε 

              w
z

z





1

1
,              (3) 

 οπότε η (2) γράφεται 

iw 13 . 

 Έτσι, λόγω της (α), έχουμε 

         2,1,0,
3

4
2

ημ
3

4
2

συν26 
















 



 κ

π
κπ

i

π
κπ

w .            (4) 

 Όμως, λόγω της (3), είναι 

wzwzw
z

z





1
1

1
 

       wwz  1)1(  

       
w

w
z





1

1
,    αφού   1

)4(

w . 

 Έτσι, η εξίσωση έχει ως λύσεις τους αριθμούς:    
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κ

κ
κ w

w
z





1

1
,   όπου   2,1,0,

3
4

2
ημ

3
4

2
συν26 

















 



 κ

π
κπ

i

π
κπ

wκ . 

 
2. α΄ τρόπος: 

 Η εξίσωση 0)1(222 223456  zzzzzz    γράφεται διαδοχικά 

   0122222 23456  zzzzzz  

     01)1(2 23456  zzzzzz  

       01
1

1
2

6
6 





z

z
z  

 (αφού ο 1z  δεν είναι ρίζα της εξίσωσης) 

           1,0167  zzzz  

       1,0)1()1(6  zzzz  

            1,0)1)(1( 6  zzz . 

 Επομένως, 1z  ή ( 16 z , με 1z ). Για 1z , έχουμε: 

   )1)(1(01 336  zzz  

    0)1)(1)(1)(1( 22  zzzzzz  

    012  zz    ή   01z    ή   012  zz  

    
2

31 i
z


    ή   1z      ή   

2

31 i
z


  

 Επομένως, οι ρίζες είναι οι: 

 1  (διπλή),   
2

31 i
   και   

2

31 i
. 

 β΄  τρόπος: 

 Μια προφανής ρίζα είναι η 1z . Έτσι η εξίσωση, σύμφωνα με το σχήμα 
Horner, γράφεται: 

 0)1)(1( 2345  zzzzzz 01 z    ή   012345  zzzzz  

       01 z    ή   0
1

16





z

z
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       1 z       ή   1( 6 z   με  1z ) 

    1 z       ή   
6

2
ημ

6

2
συν

κπ
i

κπ
z  ,    5,4,3,2,1κ  

    1 z (διπλή)  ή  
2

31 i
z


   ή  

2

31 i
z


 . 

 
3. Έχουμε: 

 6,5,4,3,2,1,0,ημσυν101 77  κzzπiπzz κ , 

 όπου  





 





7

2
ημ

7

2
συν

κππ
i

κππ
zκ . 

 Επομένως 

   
7

ημ
7

συν0
π

i
π

z  ,  24 zz  , 

   
7

3
ημ

7

3
συν1

π
i

π
z  ,  15 zz  , 

   
7

5
ημ

7

5
συν2

π
i

π
z    06 zz  . 

   1ημσυν3  πiπz , 

 Το πολυώνυμο 17 z  γράφεται 

         )1)(1(1 234567  zzzzzzzz             (1) 

 Όμως 

       ))()()()()()((1 6543210
7 zzzzzzzzzzzzzzz   

   ))()()(1)()()(( 012210 zzzzzzzzzzzzz   

        ))(())(())(()1( 221100 zzzzzzzzzzzzz       (2) 

 Από τις ισότητες (1) και (2) έχουμε: 

          ))(())(())((1 221100
23456 zzzzzzzzzzzzzzzzzz  . 

 Καθένας από τους τρεις παράγοντες του δευτέρου μέλους είναι τριώνυμο 
δευτέρου βαθμού με πραγματικούς συντελεστές. Πράγματι, ο παράγοντας 

))(( 00 zzzz   γράφεται 
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  ))(( 00 zzzz 0000
2 )( zzzzzz   

         1
7

συν22 
π

zz . 

 Ομοίως         ))(( 11 zzzz  1111
2 )( zzzzzz   

        1
7

3
συν22 

π
zz  

 και         ))(( 22 zzzz  2222
2 )( zzzzzz   

         1
7

5
συν22 

π
zz . 

 
4. Έχουμε 

 0)1)(1(0)1()1(0)1( 22222322  zzzzzzzzz  

            012  z   ή  012  zz  

         012  z   ή  ( 13 z ,   με   1z ) 

        iz     ή   ωz    ή   ωz , 

όπου 
3

2
ημ

3

2
συν

π
i

π
ω  , αφού   1z . 

 Θέτουμε, τώρα, καθεμιά από τις ρίζες αυτές στην εξίσωση 012 1416  zz  
και ελέγχουμε αν την επαληθεύουν ή όχι. Έτσι: 

 Για iz  είναι: 

 01211212 14161416  iizz . 

 Άρα, ο μιγαδικός i είναι ρίζα και της εξίσωσης 012 1416  zz . Επειδή η 
εξίσωση αύτή έχει πραγματικούς συντελεστές, ο συζυγής του i, δηλαδή ο i  
θα είναι και αυτός ρίζα της. Άρα, οι αριθμοί i και i  είναι κοινές ρίζες των 
εξισώσεων. 

 Για ωz , επειδή 13 ω , είναι: 

        1212 212151416  ωωωωωω  

    00)1(12 22222  ωωωωωωω  

 Άρα, η ω δεν είναι κοινή ρίζα των εξισώσεων, οπότε και η συζυγής της δεν 
μπορεί να είναι κοινή ρίζα αυτών. 

 Τελικά, οι δύο εξισώσεις έχουν δύο ρίζες κοινές, τους μιγαδικούς i  και i . 
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5. α΄  τρόπος:  Η εξίσωση:  137 zz  γράφεται ισοδύναμα  

   1||1)|(|1)( 6432434  zzzzzzz .             (1) 

 Επομένως: 

1)(11||1||1|||||1||| 32106464  zzzzzzzzzz . 

 Άρα η (1) γράφεται: 

111)( 434  zzzzz   ή  iz  . 

 β΄  τρόπος: Έστω   )ημσυν( θiθρz   η τριγωνομετρική μορφή του z . 

Τότε η εξίσωση γράφεται 

      1)ημ4συν4(1))ημ(-3)συν(-3()ημ7συν7( 1037  θiθρθiθρθiθρ  

               1 ρ   και  Z κκπθ ,24  

                1 ρ  και 
2

κπ
θ , Zκ . 

 Άρα, οι ρίζες είναι 

10 z ,       i
π

i
π

z 
2

ημ
2

συν1 , 

1ημσυν2  πiπz     και     i
π

i
π

z 
2

3
ημ

2

3
συν3 . 

 

6. Έστω ξ  μία πραγματική ρίζα της εξίσωσης. Τότε νν iξpiξ )1()1(  , οπότε 

 
ν

ν

iξ

iξ
p

)1(

)1(




 .   Άρα   11

|1|

|1|

1

1

1

1

)1(

)1(
|| 






























 ν

ννν

ν

ν

iξ

iξ

iξ

iξ

iξ

iξ

iξ

iξ
p . 

 
7. α) Είναι: 

2
1

)2(
21 


 xx    και   4

1

4
21 xx . 

 Άρα, 

 44222)( 2
21

2
21

2
2

2
1  xxxxxx      και     16)( 2

21
2
2

2
1  xxxx  



 212

 β) Αφού η εξίσωση  02  qpxx   έχει ρίζες τις 2
11 xρ   και 2

22 xρ   θα 

ισχύει: 

 4)()( 2
2

2
121  xxρρp    και   162

2
2
121  xxρρq . 

 

8. α) Η εξίσωση 0)συν45(συν2συν 222  θzθzθ  είναι β΄ βαθμού ως 

προς z και έχει διακρίνουσα: 

         )συν45(συν4)συν2( 222 θθθ   

    )συν44(συν4)συν451(συν4 2222 θθθθ   

    222 )ημσυν4()συν41(συν16 θθθθ  0 . 

 Έτσι έχουμε: 

θi
θθ

θi

θ

θθiθ
z εφ2

συν

1

συν

ημ21

συν2

συνημ4συν2
22,1 





 . 

 β) Οι εικόνες των λύσεων, καθώς το θ μεταβάλλεται στο 







2
,

2

ππ
, είναι 

τα σημεία με συνισταμένες 





  θ

θ
yx εφ2,

συν

1
),( . Έτσι, θα έχουμε: 














θ

θ
y

θ
x

συν

ημ
2

συν

1

,   οπότε   














θ

θ
y

θ
x

2

2
2

2
2

συν

ημ
4

συν

1

   και  άρα   














θ

θy

θ
x

2

22

2
2

συν

ημ

4

συν

1

. 

 Επομένως   1
συν

συν

συν

ημ1

21 2

2

2

2

2

2

2

2





θ

θ

θ

θyx
.   Άρα, οι εικόνες των λύσεων της 

εξίσωσης κινούνται στην υπερβολή 

1
21 2

2

2

2


yx

. 

 
9. Έχουμε 

   01)1(01 445459  xxxxxx  

          010)1)(1( 454  xxx      (1)   ή   015 x      (2) 

 Όμως:      10)1)(1(01 2224  xxxx  ή 12 x 1 x  ή  ix   
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 και         πiπxxx ημσυν101 555   

           4,3,2,1,0,
5

2
ημ

5

2
συν 





 κ

πκπ
i

πκπ
x . 

 
 

ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 5ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 

 
 
Γ΄  ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. α) Έχουμε 

zz

z

z

z

z

zz

zz

z
f

11

)1()1(

11

1
1

1
1

1













































 







  

     )(
)1)(1(

)(

)1()1(

zf
zz

zz

zz

zz
zz

zz












 . 

 β) Έχουμε: 

zz

zzzz
zf





1

)( i
xα

yβ

xα

yβxα

xα

yiβyβxα








2

1

2

12 22222222

. 

 Έτσι: 

  1
11

1010))(Re(
2

2

2

2
22222222 





















β

y

α

x
yβxαyβxαzf , 

Άρα, τα σημεία ),( yxM  βρίσκονται στην έλλειψη 1
11

2

2

2

2





















β

y

α

x
. 

 
2. Αν yixz  ,  τότε η ισότητα 1ww  γράφεται διαδοχικά 
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      iα
α

ziz 
1

 

    iα
α

iyixyix 
1

)(  

                 iα
α

iyxyx 
1

)()(  

 Επομένως 










αyx
α

yx
1

   και με πολλαπλασιασμό κατά μέλη έχουμε 

122  yx  που είναι εξίσωση ισοσκελούς υπερβολής. 

 
3. α) Αν yixz  ,  τότε θα έχουμε 

 1)2(3
13

2

13

2

















xy
λy

xλ

λy

λx
73  xy . 

 Άρα, ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του  z είναι η ευθεία  73  xy . 

 β) Έχουμε: 

iλλwizw 3)3(1  . 

 Άρα, αν yixw  , τότε θα ισχύει: 
















λy

xλ

λy

λx

3

3

3

3
93)3(3  xyxy . 

 Επομένως, ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του w  είναι η ευθεία 
93  xy . 

 (γ) Το πλησιέστερο σημείο της ευθείας ε : 73  xy  από το σημείο )0,0(O  

είναι το ίχνος της κάθετης η προς την ε από το )0,0(O . Επειδή 1 ηε λλ , 

έχουμε 
3

1
ηλ . Άρα, η ευθεία η έχει εξίσωση xy

3

1
 . Έτσι, το ζητούμενο 

σημείο θα είναι το σημείο τομής των ε και η. Επιλύοντας το σύστημα 











xy

xy

3

1

73
 βρίσκουμε ότι οι συντεταγμένες του σημείου αυτού είναι 
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10

7
,

10

21
),( yx . Άρα, το πλησιέστερο σημείο της ε προς το Ο θα είναι το 







 

10

7
,

10

21
A . 

4. α)  Αν yixz  , τότε 

|)1(||2)12(||||12| iyxyixizz   

   2222 )1()2()12(  yxyx  

   0124144 2222  yyxyxx  

   02343 22  yyxx  

   
222

2
2

2

3

1

3

2

3

1

3

1
2

3

2

3

2
2 



















































 yyxx  

   

222

3

5

3

1

3

2

















 






  yx . 

 Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών z που 
ικανοποιούν την ανίσωση είναι τα εσωτερικά 
σημεία του κυκλικού δίσκου με κέντρο 









3

1
,

3

2
K  και ακτίνα 

3

5
ρ . 

 
 β) Αν  yixz  , τότε έχουμε 

 xyixzz  1|)1(|)Re(1|1|  

   xyx  1)1( 22    










01

)1()1( 222

x

xyx
 

   










01

42

x

xy
   xy 42  . 

 Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών που ικανοποιούν την εξίσωση είναι τα σημεία 

της παραβολής xy 42  . 

 
5. Αν   ννν iyxz  ,    κν ,...,2,1 ,   τότε 

 K

 x΄  x

 y΄

 y

 O

 1/3

 -2/3

 

  y x2 4

 O  x

y
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 )...()...(... 212121 κκκ yyyixxxzzz   

 Επομένως, αν υποθέσουμε ότι 0...21  κzzz , τότε θα έχουμε 

   0...21  κxxx    και   0...21  κyyy             (1) 

 Εφόσον, όμως, οι εικόνες των μιγαδικών 

κzzz ,...,, 21  βρίσκονται στο ίδιο 

ημιεπίπεδο της ευθείας xλy , Rλ  και 

δεν ανήκουν σ’αυτήν, θα ισχύει 

( νν xλy   για κάθε ν) 

ή  ( νν xλy   για κάθε ν), 

οπότε θα έχουμε 

 )...(... 2121 κκ xxxλyyy     ή  

 )...(... 2121 κκ xxxλyyy  . 

 Έτσι, λόγω της (1), θα ισχύει 00  λ    ή   00  λ , που είναι άτοπο. 

 

6. Από την ισότητα, νν zz  )1( , αν yixz  , 

έχουμε: 

   νννν zzzz |||1||||)1(|   

   |||1| zz   

   |||)1(| yixyix   

   2222)1( yxyx   

   021  x  

   
2

1
 x . 

 Άρα, κάθε λύση της εξίσωσης ανήκει στην ευθεία 
2

1
x . 

 

7. α) Αφού το τριώνυμο γxβxαxf  2)(  με Rγβα ,,  και 0α  δεν έχει 

πραγματικές ρίζες, ως γνωστόν, οι τιμές του για κάθε Rx  θα είναι 
ομόσημες του α. Έτσι οι )(),( λfκf  θα είναι ομόσημοι του α, άρα και 

μεταξύ τους, οπότε 0)()(  λfκf , δηλαδή 0))(( 22  γβλαλγβκακ . 

 β) Επειδή 12 zz  , έχουμε: 

      ))(())(( 1
2
11

2
12

2
21

2
1 γzβzαγzβazγzβzαγzβaz   

 





O  xν

 yν
 zν  (ε)

 θ
 λxν

 x

y

 

 O

 x=1/2

11/2 x΄  x

 y΄

 y
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              ))(( 1
2
11

2
1 γzβzαγzβaz   

               0|| 2
1

2
1  γzβaz , 

 αφού ο 1z  δεν είναι ρίζα του γzβzα 2 . 

8. Οι ρίζες της εξίσωσης 1νz  είναι οι: 

1,...,2,1,0,
2

ημ
2

συν  νκ
ν

κπ
i

ν

κπ
zκ . 

 Επομένως η σχέση 0...1 121  νzzz  γράφεται 

0
)1(2

ημ...
4

ημ
2

ημ
)1(2

συν...
4

συν
2

συν1 






 








 


ν

πν

ν

π

ν

π
i

ν

πν

ν

π

ν

π
. 

 Άρα   

 0
)1(2

ημ...
4

ημ
2

ημ 



ν

πν

ν

π

ν

π
 

 και            1
)1(2

συν...
4

συν
2

συν 



ν

πν

ν

π

ν

π
. 
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